Ponto Y

deApoio [IT:JHIIE

L PISM 2018

Prof. Walter Tadeu

dpgn!to i‘; www.professorwaltertadeu.mat.br



http://www.professorwaltertadeu.mat.br/

Resumos da Geometria Plana

Areas planas

Quadrado 5= &

Retangulo 5=b.h I:l
Paralelogramo 5=b.h D
Trapézio Retingulo Sz':Ezb}'h RN
Trapézio [sdsceles Sz':Ezb}'h AN
Losango 5:% ':::}:'
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Triangulo qualguer
{com os lados)
p=semi-perimetro

s=xp(p-a)(p-b)(p-c)

Circulo S=m.r’

Circunferéncia C=2xar

Coroa circular S=n(R3-r%) @
. C=OErt @

Setor circular =enT

sen A sen B sen C

a’=b?>+c?*-2-b-c-cosA
b?=a?+c?-2-a-c-cosB
c?=a*+b?*-2-a-b-cosC
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Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo
2
1°Relagio =~-p b = am
2
2?Relagdo =-=p C = an
2 2 2
3°Relagio=-p a = b + c
4°Relacdo —p ah = bc
2
5°Relacdo ==p h = mn
Lei dos senos e cossenos
Lei dos senos:
a b c 2 R



Inangulo Eqiulatero:

Principais poligonos regulares

Quadrado:
L

Hexagono Regular:
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Perimetro: P = 3L Raio da circunferéncia mscrita: 7 =
L3
Altra: h = L3
- Raio da circunferéncia circunscrita: R = =
3
Apotema =
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Perimetro: P = 4L Raio da circunferencia mnscrita: 1 = ?
~ / D I2
Diagonal: D = L2 . : s s o o . N2
— Raio da circunferéncia circunscrita: R = F — =

Area: A =

Apotema: a =
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4 2

ou

Perimetro: P = 6L

L3

A=3-L-a

IN3

Raio da circunferencia mscnta: »* =

Raio da circunferéncia circunscerita: R = L




Resumos da Geometria Espacial

PRISMAS

1-CONCEITO: Prisma € um sélido geométrico delimitado por faces planas, no qual as bases se situam em
planos paralelos. Quanto a inclinagdo das arestas laterais, os prismas podem ser retos ou obliguos.

2-ASPECTOS GEOMETRICOS

2.1- Os poligonos que formam a base e a tampa sao congruentes.

2.2- As arestas laterais sao paralelas e todas tém a mesma medida.

2.3-Se as arestas laterais forem perpendiculares a base temos um “prisma reto”, caso contrario temos um prisma
obliquo.

2.3- Se o prisma for reto as faces laterais sao retangulares se for obliquo as faces laterais formam um
paralelogramo

PRISMA PENTAGONAL RETO PRISMA PENTAGONAL OBLIQUO
Exemplo de planificagdes: — ' , (l
Prisma Reto de Prisma Reto de Prisma Reto de

Base Triangular =~ Base Quadrangular  Base Pentagonal



3-SECCAO TRANSVERSAL E a regido poligonal obtida pela intersecdo do prisma com um plano paralelo as
bases, sendo gue esta regidao poligonal € congruente a cada uma das bases.

4-PRISMA REGULAR E a regido poligonal obtida pela intersecio do prisma com um plano paralelo as bases,
sendo gque esta regidao poligonal é congruente a cada uma das bases.
Em outras palavras a base & um poligono regular.

5- CALCULO DA AREA DA BASE: Para calcular a area da base de um prisma depende do formato da base. As
faces com maior frequéncia nos vestibulares, sao triangulares, quadrangulares e hexagonais.

6- AREA LATERAL: E a soma de todas as areas das faces laterais do prisma.

Se o prima for regular todas as faces laterais tém a mesma area, entao basta calcular uma delas e multiplicar
pelo numero de faces.

7- AREA TOTAL: E a soma da areas da base com a area da “tampa” e com a area lateral. A *tampa * também
é considerada como base.

8-VOLUME: E o produto da area da base pela altura do prisma.
Se o prisma for reto a altura é congruente a aresta lateral.

Segao
Transve r5?




PARALELEPIPEDO E CUBO

1-CONCEITO DE PARALELEPIPEDO: E um prisma que possui em suas bases um paralelogramo. Sendo que o
paralelepipedo é configurado pela reunido dos seis paralelogramos que o constituem.

2-PARALELEPIPEDO RETO E aquele onde todas as arestas sao perpendiculares entre si.

3-CUBO (HEXAEDRO REGULAR): Eo paralelepipedo reto que tem todas as arestas congruentes

A

Quadrados

—— o - -

L___;E i

4.1-DIAGONAL: d =+ a’> +b* +¢?

5.1-DIAGONAL: |d = aﬁ|

5.2-AREA TOTAL: [At= 632

4.2- AREA TOTAL: E a soma de todas as faces de um paralelepipedo.
At=2 (ab + AC + BC)

4.3-VOLUME: E o produto de todas as dimensoes do paralelepipedo.
V = a.b.d

5.3-VOLUME: |V = a3




Com um corte no cubo é possivel obter varios poligonos

O plano de corte é
paralelo a uma diagonal
facial e intersecta trés
faces do cubo.

Triangulos equildteros: Paralelogramos:
O plano de corte é O plano de corte intersecta
perpendicular a uma quatro faces do cubo sendo
diagonal espacial e estas paralelas duasa duas.
intersecta 3 faces do
cubo.
Triangulos isésceles:

Triangulos escalenos:
O plano de corte nao é
paralelo a nenhuma
diagonal
facial e intersecta trés
faces do cubo.

Quadrados:

O plano de corte é
paralelo a uma das faces
e intersecta quatro faces

do cubo sendo estas
paralelas duas a duas.

Trapézios escalenos:

O plano de corte nao paralelo a
diagonal facial e intersecta
quatro faces do cubo sendo

somente duas destas paralelas.

Retangulos:
O plano de corte é paralelo
a uma aresta e intersecta
quatro faces do cubo sendo

Pentigonos irregulares:

O plano de corte intersecta cinco

faces. Os pentagonos vao ter
sempre dois pares de lados
paralelos. Nao € possivel obter
nenhum pentagono regular.

estas paralelas duas a duas
ou apenas duas delas
paralelas.

Hexdgonos irregulares:
O plano de corte intersecta seis
faces do cubo.

Exercicio resolvido

Na planificacdo da superficie
de um cubo, foi assinalado

um ponto A. Marcar nessa

planificacdo o ponto que
coincidird com A depois de
o cubo ser montado.

Trapézio isosceles:

O plano de corte é paralelo
a uma diagonal facial e
intersecta quatro faces do
cubo sendo somente duas
destas paralelas.

Hexdgonos regulares:

O plano de corte é perpendicular
a meio de uma diagonal espacial
do cubo e intersecta seis arestas

nos seus pontos médios.

Resolucao

* >

+ >




Cilindros

01-CONCEITO: Um cilindro circular € a reuniao de todos os segmentos congruentes e paralelos a AB com uma
extremidade no circulo.

A reta que contém o segmento AB & denominada geratriz.

Podemos também definir cilindro como sendo o solido formado pela rotacao completa de um retangulo em torno
de um de seus lados.

02-TIPOS: Como prismas, podem ser de dois tipos: retos e obliquos.

Geratriz
m
b
=]
=

0 - .
\———//Diretriz Diretriz

CILINDRO RETO CILINDRO OBLIQUO

03-CONCEITOS IMPORTANTES
3.1- Eixo de simetria: E o segmento de reta que liga os centros das bases do "cilindro".

3.2- Altura: A altura de um cilindro é a distancia entre os dois planos paralelos que contém as bases do "cilindro”.
Se o cilindro for reto a altura tem a mesma medida da geratriz.



04-O QUE CALCULAR EM UM CILINDRO:

4.1-Area da Base: |Ab= 7.1’

4.2-Area lateral: Se planificarmos um cilindro, a drea da base é equivalente a um retdngulo de lados 2.7.r e
altura h, portanto a sua areal lateral é: (o= 2 r 1

4.3-Area total: E a soma da area lateral mais a base mais a tampa” .Como a tampa tem a mesma area da

base, podemos dizer que At= Al + 2. Ab, logo |At= 2.7r.h+2. 7.r’

4.4-Volume: E o produto da area de base pela altura.|V = 772

4.5-Seccao Meridiana: E um corte no sentido vertical ( meridional) que contém o eixo de simetria do cilindro. A
seccao meridiana é um retangulo onde um dos lados € o diametro da base e a altura a propria altura do cilindro.

Na figura é o retangulo ABCD.

05-CILINDRO EQUILATERO: E o cilindro reto cuja altura tem a mesma medida do diametro da base.

r

base

iel
h ‘ Superficie lateral h
27w

B

base

h Seccgao meridiana
ﬁ-

F
v

2r



Piramides

1-CONCEITO: Consideremos um poligono contido em um plano (por exemplo, o plano horizontal) e um ponto
V localizado fora desse plano. Uma Piramide € a reunido de todos os segmentos gue tém uma extremidade em P
e a outra num ponto gualquer do poligono. O ponto V recebe o nome de vértice da piramide.

2-Elementos da Piramide

3

O ponto V é chamado de

vertice da piramide

* Aregiao poligonal é
chamada de base

= Os vértices da regiao

poligonal sao os vértices da

base

E o poligono é o poligono

de base

* As demais faces, que nao a

base, sao chamadas de

faces laterais

3]

Classificacdo da Piramide:

As arestas nao
pertencentes a base, sao
arestas laterais

A distancia entre o vértice V
e o plano da base é a altura
da piramide

A soma das areas das
faces laterais € a area
lateral

E a soma da area da base
com a area lateral € a area
total

A3

» A Piramide é denominada de acordo com o

numero de arestas de base

" piramide reta. E aquela em que a projecéo
do vértice sobre o plano de base € o centro

do poligono da base

" Piramide regular, € a piramide reta e seu

poligono de base é regular.



3-PIRAMIDE REGULAR RETA: Piramide regular reta é aquela que tem uma base poligonal regular e a projecao
ortogonal do vértice V sobre o plano da base coincide com o centro da base

al
R —raio do circulo circunscrito

r- raio do circulo inscrito

h- altura

ap- apotema lateral ( € sempre perpendicular a aresta da base)
al- aresta lateral

Obs. Todas as faces laterais sao triangulo isésceles congruentes

4-0 QUE CALCULAR EM UMA PIRAMIDE:

4.1-RELACAO FUNDAMENTAL: (ap)? =h? +r?

4.2- AREA DA BASE: Depende do poligono da base.

4.3- AREA LATERAL: E a soma das areas das faces laterais.

ATENCAQ: Se a piramide for regular reta, basta calcular a area de uma face e multiplicar pelo nimero de faces.

A face lateral é sempre um triangulo isésceles e a sua altura é o apotema lateral.
4.4-AREA TOTAL: E a soma das areas das faces laterais e a area da base.

ap

I
4.5-VOLUME:|V = 3 Ab.h

5-TETRAEDRO REGULAR
DEFINICAO: O tetraedro regular € uma piramide triangular em que todas as faces sao triangulos equilateros.

-
a6 ; a’\3 2
ALTURA DO TETRAEDRO REGULAR:|h = T‘/_ AREA TOTAL: A7 = 4. Yo a3

a*\3 h——l a*\3 a 6_:?3\/5

VOLUME: ’V =% =

- 3 4 3 12




CONE CIRCULAR RETO

1-CONCEITO: E o s6lido formado pela rotacao completa de um triangulo retangulo sobre um de seus catetos.

2-ELEMENTOS DE UM CONE:

1) Vértice de um cone é o ponto P, onde concorrem todos os segmentos de reta.
2) Base de um cone : CIRCULO DA BASE
3)Eixo do cone e guando a base do cone € uma regido que possui centro, o eixo & o segmento de reta que passa

pelo vertice P e pelo centro da base.

4) Geratriz e gqualguer segmento que tenha uma extremidade no vértice do cone e a outra na curva que envolve
a base.

5) Altura é a distancia do vertice do cone ao plano da base.

6) Area lateral de um cone é a reunido de todos os segmentos de reta que tem uma extremidade em P e a outra
ha curva que envolve a base. E UM SETOR CIRCULAR

7)Area total é a reunido da superficie lateral com a base do cone que é o circulo.

8) Secao meridiana de um cone € uma regiao triangular obtida pela intersecao do cone com um plano que

contem o eixo do mesmo.

setor
circular

altura




3- O QUE CALCULAR EM UM CONE CIRCULAR.
3.1-RELACAO FUNDAMENTAL: Aplicacdo do Teorema de Pitagoras no tridngulo de formado pela altura,

2 2 2
geratriz e raioda base.|g" =r"+h"

3.2-AREA DA BASE:  a area do circulo da base Ab=71.r’

3.3-AREA LATERAL: E drea do setor circular obtido com a planificacdo do cone. Note que o raio do setor circular
é a geratrizdo cone. Al =g

3.4-AREA TOTAL: E a soma da area lateral com a drea da base At =Al+Ab=r7xr’+7r.g

: | 1
3.5-VOLUME: E a terca parte do produto da area da base pela altura V = ;.Ab.h = ;fr.rzh

3.6-ANGULO CENTRAL: E 0 angulo formado pela planificacdo da area lateral do cone. oy
O calculo desse angulo é a divisdo entre o comprimento da circunferéncia da base e a geratriz. = —
8

3.7-SECCAO MERIDIANA: E o triangulo isosceles formado pelo corte meridional .
4-CONE EQUILATERO: Um cone é eqtilatero quando o diametro da base é congruente (mesma medida) a altura.

/A y

geratnz ‘ triangulo equilatero
g=2r f

s

diametro da base




ESFERAS

1-CONCEITO: E o conjunto de pontos do espac¢o equidistantes de um ponto O denominado de centro.

2-AREA DE SECCAO: Ao seccionarmos uma esfera por um plano, sempre vamos encontrar um circulo. O plano
de seccao divide a esfera em dois solidos chamados de “calotas esféricas”.

Q superficie esférica

£

ESFERA

centro

3-0 QUE CALCULAR EM UMA ESFERA:

3.1-RELACAO FUNDAMENTAL: E a aplicacdo do Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado pelos
elementos: R ( Raio da Esfera), d ( distancia do plano de seccao ao centro da esfera ) e R* ( Raio do circulo
formado pela seccao do plano com a esfera): R2 = }-‘;"24-,5;*2

3.2-SUPERFICIE: E a drea da superficie da esfera: S =4.7.R’

4
3.3-VOLUME: V = ?;r.R" Hemisfério sul

e A
4-HEMISFERIO.
O hemisfério e o solido formado pela interseccac de um plano com o centro da esfera.
E a metade da esfera. Neste caso o raio da seccdo € igual ao raio da esfera.
A parte plana do hemisfério é chamado de CIRCULO MAXIMO.




5-FUSO

Considere dois semiplanos que contenham um didmetro AB de uma superficie esférica.
Fuso esférico € a parte da superficie esférica limitada pelos semiplanos.

FUSO TEM AREA
0O angulo o & chamado de angulo de diedro. Para calcular a area do fuso fazemos a seguinte regra de trés.
T 360" ——4.7.R’
: : +T 4R«
* A=_"7""
: a— A 360"

Cuidado: Se o angulo de diedro estiver em radianos o denominador da fracdo devera ser 2T

6-CUNHA:
Considere dois semiplanos que contenham um diametro AB de uma esfera.
Cunha esférica e a parte da esfera limitada pelos semiplanos. O angulo o € chamado de angulo de diedro.

CUNHA TEM VOLUME:
Para calcular o volume de uma cunha fazemos a seguinte regra de trés.

4.71.R’
? 7R .« 2
’!"

3 *V:WUU VZ_.

a —— V

360"

angulo em graus  dngulo em radianos



SOLIDOS SEMELHANTES-TRONCO DE PIRAMIDE E CONE
SECCAO TRANSVERSAL DE UMA PIRAMIDE OU CONE

Ea intersecao da piramide( ou cone) com um plano paralelo a base. A secao transversal tem a mesma forma
que a base, isto &, as suas arestas correspondentes sao proporcionais. Em uma piramide a razao entre uma
aresta da secao transversal e uma aresta correspondente da base é a razao de semelhanca. Ja no cone a razao
de semelhanga é a razao entre o raio da o plano de sec¢ao com o raio da base, ou a geratriz do cone menor
com a geratriz do cone maior,

OBSERVAGCOES:

1-Em uma piramide qualquer, a segao fransversal e a base sao regites poligonais semelhantes. A razao entre a
area da secao transversal e a area da base é igual ao quadrado da razao de semelhanca. Em um cone é a
mesma coisa apenas gue as secgdes transversais sao circulos e nao regides poligonais;

2-A0 seccionar uma piramide ( ou um cone) por um plano paralelo a base, obtemos outra piramide ( ou um
cone) menor (acima do plano) semelhante em todos os aspectos a piramide ( ou cone) original. O sdlido abaixo
da seccgao transversal chama-se tronco de piramide ( ou cone).

3-Se duas piramides ( ou cones) tém a mesma altura e as areas das bases sao iguais, entao as segdes
transversais localizadas a mesma distancia do vértice tém areas iguais

h — Altura da piramide menor ( ou cone menaor)
H- Altura da piramide maior ( ou cone maior)

7

 —Fk .
H Abase H )

P
h Aseccio [ h ‘ Vsecgio _(h ‘
Vpirimide | H )




Poliedro

E chamado de poliedro o sélido geométrico formado
pela reunido de uma superficie poliédrica fechada com

todos os pontos do espacgo delimitados por ela.

Exemplos

a) b) 7 c)

Relacao de Euler

V+F-2=A

i
4
s

\ \
numero de numero de numero de
vertices faces arestas

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM POLIEDRO
S=(V-2).360 V é o numero de vértices

Elementos de um poliedro

face

aresta

D
E

vértice

SOLIDOS DE PLATAO

tetraedro hexaedro octaedro

71X
& &

dodecaedro icosaedro



12 Questdo

(ENEM) Um artista utilizou uma caixa transparente para a confeccéo de sua obra, que consistiu em construir
um poligono IMNKPQ, no formato de um hexagono regular disposto no interior da caixa. Os vértices desse
poligono estdo situados em pontos médios de arestas da caixa. Um esboco da sua obra pode ser visto na
figura.

Considerando as diagonais do hexagono, distintas de IK, quantas tém o mesmo comprimento de [K7?
a)l b) 2 c) 4 d) 8 e} 9

Solugdao. No hexagono regular as diagonais que passam pelo centro possuem a mesma medida. Logo
ha duas diagonais com o mesmo comprimento de IK: QN e PM.



22 Questio

(ENEM) Um gesseiro que frabalha na reforma de uma casa lidava com placas de gesso com formato de
pentagono regular quando percebeu que uma peca estava quebrada, faltando uma parte triangular, conforme

mostra a figura.

Fara recompor a peca, ele premsuu refazer a parte friangular que faltava e, para isso, anotou as medidas dos
angulos x= EAD ¥ —EDA e z= AED do tridngulo ADE. As medidas x, y e z, desses angulos séo,
respectivamente:

a) 16, 16 e 108 b) 24, 46 e 108 c) 36, 36 e 108 d) 54, 54 e 72 e) 60, 60 e 60

o —
Solugdo. Os angulos internos do pentagono regular medem: | 4, = M (36°).(3) =108 °}.
5

Esse & o valor, portanto, do angulo interno no vértice E. O triangulo EAD é isosceles.

Calculando os demais dngulos desse trifingulo, temos: |[x +x +108° =180°= 2x =72 = x=36"|,




3% Questio

(PISM) Um quadrado ABCD e um tridngulo equilatero ABE tém o lado comum AB = 6 cm e estdo em planos
perpendiculares. Calcule as distancias:

a) do ponto E areta CD; b) do ponto E ao centro do quadrado.

Solugao. Em ambos os casos sdo formados tridngulos retingulos onde as distancias pedidas sdo as
hipotenusas. Temos:

| \
|'I-I. I|I. i h
/, V L y
2N sz M
D P C c /

thﬂﬁzﬁ.ﬂﬁzw— thﬂﬁzﬁ_ﬁzaﬂf—

3 3
a) 2 2 . b)

2 2 .
EP=+/(3\3) +6? =+[27+36=1/63=3Tcm| |EM =+{(3:3] +3* =27+ 0 = /36 = 6cm




42 Questio

(UERJ) Mo cubo de base ABCD da figura, marca-se o ponto P, centro da face EFGH, A medida, em graus, do
angulo PBD & um valor entre: E

F
P ' P
di2
.--"""-’. i
H G H ."II II' G
£
! b
."fr ll" a
H.__\‘ '|II
d <\
A B A B
a)0e 30 b) 30 e 45 c) 45 e 60 d) 60 e 90 e) 90 e 120

Solugdo. O tridngule PDE é isdsceles. Logoe, PB = PD. ldentificando DB como diagonal da face e PG
como metade dessa medida e aplicande a lei dos cossenos no tridngulo PDB, temos:

— — ah2
i}DB:aﬁiPG:ar

- - > : - 2 2 2

% )

iif) Lei dos Cossenos: DP = PB + DB — 2(PB)(PD JcosPED =

_ [ar}ﬁ T _ [ar}ﬁ T N ({I‘XEJJ _ 2_[&:@

= @* 2./3.cosPBD = 2a* = cosPBD = 2 1 43

)(mﬁ}cnsPﬁD = 2a° —alﬁ_cnsPﬁﬂ =0=|

2B B s
cns45°=£;ﬂ;? ) )
iv) - = c0s60° < cos PBD < cos45” = 45° < PBD < 60°
cosblf = - =05

k|




52 Questio

(UERJ) A figura abaixo representa uma caixa de suco cujas dimensoes estdo indicadas. Determinar a menor
distancia que tem que percorrer uma formiga localizada em B para chegar até a abertura da caixa, localizada
emA.

S5cm| S5cm %o

a) (5 - »,a‘601)cm b) 34 cm c) \f2_6 cm d) 26 cm

Solugde. Observando a planificagao da caixa de suce, temos que a menor distincia sera a hipotenusa
de um triangulo retingule de catetos medindo 24 cm e 5 cm:

AB = +24* +10* = ./576+100=-/676 = 26 cm |,




62 Questado

(ENEM) No projeto de arborizacdo de uma peca esta prevista a construcdo de um canteiro circular. Esse
canteiro sera constituido de uma area central e de uma faixa circular ao redor, conforme ilustra a figura.

Deseja-se que a area central seja igual a area da faixa circular sombreada.

A relac@o entre os raios do canteiro (R) e da area central (r) devera ser:

r-+2r

a)R=2 b) R=r~2 ¢) R= d) R=r"+2r
Solugde. Calculande as respectivas areas, temos:

Area (canteiro) = T.R*

Area (central) = mr? = Trl= :-'1'.(;!21 —rl};‘& rl (Rj —rl};‘&

Area (sombreada’) = ?I_(Rl — rl}

=R =2, =R=r-2

72 Questio

(PISM} Trés das arestas de um cubo, com um vértice em comum, sao também arestas de um tetraedro. A

razdo entre o volume do tetraedro e o volume do cubo é:

Z b} —
a:IS ]6

2
c] —
] 9

d} —
'3

€)

Solugdo. Considerando a como a medida da aresta do cubo e observando a figura, temos:

[(a}.(a:-}a q

i) Vize = = = £ —ﬁ’ﬂc =
3 6 V.,

Vo, = a

e
6

-

o

e
6

A

&

o] —

B



82 Questio

(FUVEST) Ma figura, a circunferéncia de centro O & tangente a reta CD no ponto D, o qual pertence a reta
AQ _Além disso, A e B séo pontos da circunferéncia, AB = EW{E e BC = Eﬁ_

MNessas condicdes, determine:
a) a medida do segmento CD; b) o raio da circunferéncia;

c) a area do tridngulo ACE; d) a area da regido hachurada na figura.

Solugao. O tridngule ADC é retingulo devide a tangéncia em D. Como BD esta
sobre o diametro, AB & perpendicular a BD, isto & BD é altura de relativa a

hipotenusa AC e determina as projegoes AB e BC. Temos:

2)|CD’ =ACBC =CD =(8:3)(2:/3)= CD = /28 = 43|

b)| 4D = Jep'-eD - J[:Sﬁf = [:ﬂmﬁf =192 —48 = .f144 =

12 = Raio = AOQ =6|.

c) |sermx = D = ﬂ = l = x=30"= v=120°; ;irea{friang AOR) = (6).(6) sen(120°) = 13.E =9./3
AC 8.3 2 2 2
, : Trt  m(6)
A tor AOB) = A tor 120°) = = =127 .
d) |} Area (setor A0B) = Area (setor 1207 = — 3 " — drea(hachuradd) =127— 9.3

Area (Triang AOB) = 9.3




9% Questdo

(FUVEST) Na figura, a circunferéncia de centro O e raio r tangencia o lado BC do triangulo ABC no ponto D

e tangencia a reta AB no ponto E. Os pontos A, D e O sdo colineares, AD = 2r e o danaqulo ACD é reto.

Determine em funcdo de r.

a) a medida do lado AB no triangulo ABC; /Q\ / x_

b) a medida do segmento CO.

Solugdo. ldentificando os triangulos retingulos, temos:

E}EETII:E:L:E:}C{}EI: rl} l_l: gzz"-ﬁ
ﬁ}ﬂﬂ-ﬁx: 49 o 2-\5 = vl = AR = 3r = 3}‘\5
AR 3 AB A2 2
) CD =.J(2r).(r) =r+2
b) : _
ii}@:ﬂnﬁ)w;ﬂl Y WE I




10° Questdo
(FUVEST) Considere um tetraedro regular ABCD cujas arestas medem § cm. Os pontos E, F, G, H e | sdo os

pontos médios das arestas AB, BC, AC.BD e E, respectivamente.

o

a) Determine a area do triangulo EFH.
b) Calcule a area do quadrilatero EGIH.

c) Determine o volume da piramide de verticesE, G, |, He F,

cuja base € o quadrilatero EGIH.

Solugdo. Identificande as figuras, temos:
a) Como os lados sio formados por pontos médios, entio EF=HF =EH=3.

_ L3 _3Y43_948 -
4 4 4

."f?’-@ﬂ

b) O quadrilatero & um quadrado, pois as diagonais HG e |IE possuem a mesma medida e os lados sao
congruentes: EG =Gl =IH =HE = 3. Temos: |Arrea =I'=()H?=9em?|

c) A altura da piramide liga o vértice F ao centro do quadrado EGHI. Calculande o volume, temos:

: 2
k= ﬁ _(E] = E_E = }\E |\ Talime = A_!"“B-h=£ Q_g =£cm5.
2 2 V4 4 2 3 3 2 2




112 Questao

(ENEM} MNa reforma estilizacdo de um instrumento de percussdo, em formato cilindrico (bumbao), sera colada
uma faixa decorativa retangular, como a indicada na Figura 1, suficiente para cobrir integralmente, e sem
sobra, toda a superficie lateral do instrumento.

z

X Figura 1

Como ficara o instrumento apas a colagem?

Solugdo. Apés a colagem y estara alinhado com o eixo zx e as linhas que partem de y estardo como
na letra (a).

e




122 Questio

(ENEM} Um arquiteto deseja construir um jardim circular de 20 m de didametro. Nesse jardim, uma parte do
terreno serd reservada para pedras ornamentais. Essa parte terd forma de um quadrado inscrito na
circunferéncia, como mostrado na figura. Na parte compreendida entre o contorno da circunferéncia e a parte
externa ao quadrado, sera colocada terra vegetal. Nessa parte do jardim, serdo usados 15 kg de terra para
cada m2. A terra vegetal & comercializada em sacos com exatos 15 kg cada. Use 3 como valor aproximado

para iT.

O numero minimo de sacos de terra vegetal necessarios para cobrir a parte descrita do jardim &:

a) 100 b) 140 c) 200 d) 800

Solugdoe. Calculando a area correspondente ac jardim, temos:

i) Area(circunferéncia) = x .(10)* =100x =100(3) =300 m*

d =20 20 ] 2 .

ii = L2 =20= L="_ =102 = Area(quadrado) =102 | =200 m*

j{a‘=£ﬂ {2 { =02 :

iif) Area( plantada)= 300 — 200 =100 m?

W) Im* —=13kg=100m" _}l}mkg:ﬂz‘{mms}=b?ukg=l{}{}
lsaco=15kg 15 kg




132 Questdo

(EMEM) Um casal e seus dois filhos sairam, com um corretor de imdveis, com a inteng&o de comprar um lote
onde futuramente construiriam sua residéncia. Mo projeto da casa, que esta familia temm em mente, irdo

necessitar de uma area de pelo menos 400 m2. Apds algumas avaliagfes, ficaram de decidir entre os lotes 1 Lote 1 15m
e 2 da figura, em forma de paralelogramos, cujos precos sdo R$100 00000 e R$150 000,00, 60° J!/

. 31 _ . -
respectivamente. Use i 5 e 1,7 como aproximacdes, respectivamente, para sen 60°, cos 60° e ﬁ -] T
Fara colaborarem na deciséo, os envolvidos fizeram as seguintes argumentacgdes. Lote 2 115’“
Pai. Devemos comprar o Lote 1, pois como uma de suas diagonais & maior do que as diagonais do Lote 2, o . 30 m o
Lote 1 também tera maior area; :
Mae. Se desconsiderarmos os precos, poderemos comprar qualguer lote para executar nosso projeto, pois
tendo ambos o mesmo perimetro, terdo também a mesma area;
Filho 1. Devemos comprar o Lote 2, pois € o Onico gue tem area suficiente para a execugdo do projeto,
Filho 2. Devemos comprar o Lote 1, pois como os dois lotes possuem lados de mesma medida, terdo
também a mesma area, porém o Lote 1 & mais barato.
Corretor. Vocés devem comprar o Lote 2, pois & o que tem menor custo por metro quadrado.
A pessoa que argumentou corretamente para a compra do terreno oi g{a):
a) pai b) mae c) filho 1 d} filho 2 e) corretor
Solugio. ldentificando as medidas citadas pelos envolvidos em cada argumentagio, temos:

e ) () c—
i} diagonal maior) - d* = 900 + 225 — 2(30).(15).cos120° = / 2 I
. ©o10 L 4"

=d =1125-900] - = | = d = 1125 = 450 = 1575 = 15T m ls- 12 o/15m
Lote 1: L2 _L

. (B .. (17) c .2 i G - -

i) Area = (30).(15) senfl® = 4){}1 — | =450 |=382.5m" — Custo/m" - 100 000 /3825 = R$261.00 -] / T

| 2 J l J {
.
iif) Perimetro = 2.(30 +15) = 45 m ﬁ//"m om
q — 4
iYdiagonal - d'> =900+ 225 = d =-/1125 =15.5 m e 0 m -

Lote 2:|ii) drea=(30).(15). =450 m* — Custo/ m> - 150 000/ 450 = R$333.00}
iii) Perimetro=2.(30+15) =45 m

Pai: Errou. A area do Lote 1 & menor; M3e: Errou. Areas sio diferentes;
Filho 1: Acertou. A area do Lote 2 & maior que 400 m2; Filho 2: Errou. Areas sio diferentes;

Correter: Erreu. O custo por m? do Lote 2 & maior.



142 Questio

(EMEM) A cobertura de uma tenda de lona tem formato de uma pirdmide de base quadrada e é formada
usando quatro tnidngulos isosceles de base y. A sustentacdo da cobertura & feita por uma haste de medida x.
FPara saber quanto de lona deve ser comprado, deve-se calcular a area da superficie de cobertura de tenda.

A area da superficie da cobertura da tenda, em funcao de y e X, & dada pela expressao:

% 1"‘1 % 1"‘1 % 3
2y x® += by 2y, |x" +— c) dy./x" +¥° d) <

Solugdo. Calculando o apétema da piramide (g), temos:

2

W

i) g= _:r:‘1’+v
4

ii) Area (lateral) - 4, =2y.lx*+-




152 Questio

(EMEM) Em uma confeitaria, um cliente comprou um cupcake (pequena bolo no formato de um tronco de
cone regular mais uma cobertura, geralmente composta por um creme), semelhante ao apresentado na
figura:

Como o bolinho ndo sera consumido no

estabelecimento, o vendedor verificou que as caixas
disponiveis para embalar o doce eram todas em
formato de blocos retangulares, cujas medidas estdo
apresentadas no quadro: 5 cm
Dimensoes 9.5cm
o (comprimento = largura x altura)
| 85cm=x122cm=90cm
I 10 cm = 11 cm x 15 cm * om
i f2cmx= 82cmx= 16 cm L 2o
v 75cmx=78cmx=95cm '
7.5cm
v 15¢cm =8 cmx 9 om T

A embalagem mais apropriada para armazenar o doce, de forma a ndo deforma-lo e com menor desperdicio
de espaco na caixa, &:

a) b) Il c) Il d) IV e)V

Solugdoc. O comprimento e a largura sio suficientes se forem maiores que 7 cm. A altura precisa ser
de 9 cm ou mais. Com essas condigtes a embalagem com menor volume (menos desperdicio) @ a IV.



162 Questio

(ENEM) O banheiro de uma escola publica, com paredes e piso em formato retangular, medindo 5 metros de
largura, 4 metros de comprimento e 3 metros de altura, precisa de revestimento no piso e nas paredes
internas, excluindo a area da porta, que mede 1 metro de largura por 2 metros de altura. Apds uma tomada
de precos com 5 fornecedores, foram verificadas as seguintes combinacdes de azulejos para as paredes e de
lajotas para o piso, com os precos dados em reais por metro quadrado, conforme a tabela.

Fornecedor | Azulejo (R$/m?) | Lajota (R$/m?)
A 31,00 31,00
B 33,00 30,00
C 29,00 39,00
D 30,00 33,00
= 40,00 29,00

Desejando-se efetuar a menor despesa total, devera ser escolhido o fornecedor:

a) A b) B c)

Solugdo. Calculande as areas a serem revestidas, temos:

C

d)D e) E

1) parede - 2(20+15 +12)— (1).(2) =94 —2 = 92 m*
i) piso - (5).(49) =20 m"

A menor despesa pode ser calculada utilizando a multiplicagdo de matrizes representadas:

Azulejo (R$/m?) |Lajota (R$/m?) Gasto (R$)
A 31 31 Piso (m?) 20 Al 3472
B 33 30 Parede (m*) 92 B| 3420
C 29 39 C 4168
D 30 33 D 3636
E 40 29 E 3468




172 Questio

(ENEM) Uma fabrica brasileira de exportacdo de peixes vende para o exterior atum em conserva, em dois
tipos de latas cilindricas, uma de altura igual a 4 cm e raio 6 cm, e oufra de altura desconhecida e raio de 3
cm, respectivamente, conforme figura. Sabe-se que a medida do volume da lata que possui raio maior, V1, é
1,6 vezes a medida do volume da lata que possui raio menor, Va.

A medida da altura desconhecida vale: ~— 3 .:;.ﬁ';; -
a)8cm b) 10 cm c) 16 cm
d) 20 cm e) 40 cm
— 6 ltzm"“--:;l X
N * AT
5
-
A - ) H,/ L A o =
Disponivel em: wwescbea org br. Acesso em: 3 mar, 2012

Solugdo. Calculando e comparando os volumes, temos:

DV, =m(6) (4)=1441 144
M= eliles = 1447 =1,6(9x7)= x=——=10|

iV, = 1.3 (x) = 9x7 144




182 Questio

(ENEM) Um arteséo fabrica varios tipos de potes cilindricos. Mostrou a um cliente um pote de raio de base a
e altura b. Esse cliente, por sua vez, quer comprar um pote com o dobro do volume do pote apresentado. O
artesdo diz que possui potes com as seguintes dimensdes:

Pote |: raio a e altura 2b Pote II: raio 2a e altura b Pote Ill: raio 2a e altura 2b

Pote IV: raio 4a e altura b Pote V: raio 4a e altura 2b

O pote que satisfaz a condicdo imposta pelo ciente & o:

aj b) Il c) Il d) IV e}V
DV =mab

raio=a
altura=2b

Solugio. Estabelecendo a relagdo, temos:

i) V'=2¥ = 2(ma* b)= z(a) (2b) —>{

192 Questio

(ENEM) Uma empresa necessita colorir parte de suas embalagens, com formato de caixa clbicas, para que
possa colocar produtos diferentes em caixas distintas pela cor, utilizando para isso um recipiente com finta
conforma Figura 1. Messe recipiente, mergulhou-se um cubo branco, tal como se ilustra na Figura 2. Desta
forma, a parte do cubo que ficou submersa adquiriu a cor da tinta.

—

Figura 1 Figura 2
Qual & a planificagdo desse cubo apds submerso?

c) d) e)

a) b)

Solugdo. Apos a submersio, o cubo ficou com duas faces opostas com cor unica. Além disso, as
metades adjacentes a estas faces opostas possuem suas cores.

As figuras (b) e (c) possuem as faces opostas com cores diferentes, mas somente a (c) apresenta a
condigdo de adjacéncias com mesma cor.



20° Questio

(ENEM) Um garcom precisa escolher uma bandeja de base retangular para servir quatro tacas de espumante
gue precisam ser dispostas em uma unica fileira, paralela ao lado maior da bandeja, e com suas bases
totalmente apoiadas na bandeja. A base e a borda superior das tacas sdo circulos de raio 4 cm e 5 cm,
respectivamente.

1, 9 10 10 9l 9

Visao
Lateral

(9+10+10+9)=38Bcm

A bandeja a ser escolhida devera ter uma area minima, em centimetro quadrado, igual a:
a) 192 b) 300 c) 304 d) 320 e) 400

Solugio. A bandeja precisa apoiar as bases das tagas, mas observande que as bordas superiores,
maiores precisam de mais espago. Nas extremidades da bandeja, as bordas supericres nao
necessitam estar totalmente no interior da bandeja. Assim, admitindo essas condigoes, a bande ja
devera ter no minimo as dimensdes de 38 cm x 8 cm. Logo, area minima de 304cm?.



212 Questio

(ENEM) A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas representa cada vez mais preocupacao
quando feito em vias urbanas.

Caminhdo entala em viaduto no Centro

Um caminhdo de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das avenidas Borges de
Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, proximo a Ponte da Pedra, na capital. Esse veiculo
vinha e S&o Paulo para Porto Alegre e transportava trés grandes tubos, conforme ilustrado na foto.

Disponivel em www.caminhoes-e-carretas.com. Acesso em 21 de maio 2012, Adaptado.

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles estejam em cima de uma

carroceria cuja parte superior esta a 1,30 m do solo. O desenho representa a vista
traseira do empilhamento dos canos. A margem de seguranca recomendada para
que um veiculo passe sob um viaduto &€ que a altura total do veiculo com a carga
seja, no minimo, 0,50 m menor do que a altura do vado do viaduto, Considere 1,7
como aproximacéo para a raiz de 3. Y

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminho

pudesse passar com seguranca sob seu vao?

a) 2,82 b) 3,52 c) 3,70 d) 4,02 e) 4,20

Solugao. De acordo com a condigdo temos a representagao da figura.
A medida h & a altura do triangulo equilatero indicado. A altura minima do
tunel sera a soma de todas as medidas verticais indicadas. Temos:

LB _(1)AD
2 2
i) Altura(camin hdo+carga +espaco)=13+06+102+06+0.5=402 m

i) h= —(0.6).(1.7) =102

1.30

0.6/ 06, /\0.6

Carroceria




222 Questao

(ENEM) Uma desenhista projetista devera desenhar uma tampa de panela em forma circular. Para realizar
esse desenho, ela dispde, no momento, de apenas um compasso, cujo comprimento das hastes & de 10 cm,
um transferidor e uma folha de papel com um plano cartesiano. Para esbocar o desenho dessa tampa, ela
afastou as hastes do compasso de forma que o dngulo formado por elas fosse de 120°. A ponta seca esta
representada pelo ponto C, a ponta do grafite esta representada pelo ponto B e a cabeca do compasso esta
representada pelo ponto A conforme a figura.

Apds concluir o desenho, ela o encaminha para o setor de producdo. Ao A

receber o desenho com a indicacdo do raio da tampa, verificara em qual | ¥V1

intervalo este se encontra e decidira o tipo de matenal a ser utilizado na sua

fabricacao, de acordo com os dados. 1 120°

Tipo de material | Intervalo de valores do raio (cm)
| 0<R<5
B
[ 5<R<10 1
1]l 10<R<15 i) 'L c:j ;.’
IV 15 <R < 21 v
vV 21<R=<40

Considere 1,7 como aproximacao para -\E O tipo de material a ser utilizado pelo setor de producéo sera:

a) l b) Il c) Il d) IV e)V
Solugdo. O raio CB pode ser calculado utilizando a lei dos cossenos no tridngule indicado. A
—2 — — — 10 0
CB~ =100 +100 — 2.(10).(10).cos120°=CB =200 + Eﬂﬂ{%)ﬁ CB =300 = CB =10.(.7)=17 cm|- 120

Este valor esta entre 15 e 21.

10




23?2 Questio

(ENEM) Para decorar uma mesa de festa infantil, um chefe de cozinha usarda um meldo esférico com
diametro medindo 10 cm, o qual servira de suporte para espetar diversos doces. Ele ira retirar uma calota
esférica do meldo, conforme ilustra a figura, e, para garantir a estabilidade deste suporte, dificultando que o
meldo role sobre a mesa, o chefe fara o corte de modo que o raio r da secao circular de corte seja de pelo

menos 3 cm. Por outro lado, o chefe desejara dispor da maior area possivel da regido em que serdo afixados
0s doces.

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe devera cortar a
calota do meldo numa altura h, em centimetros, igual a:

R‘og%gondodosgvio
a)5-2"" p10-:81 )1 dy4 e)5 :

2

A parte hachurada

< serd apoiada
na mesa

Solugdo. Aplicando a relagio de Pitagoras, temos:
25=G-h+3=206-h'=25-9=
S(GE-h=16=2F-H=4=5-h=4>h=5-4=1cm

PR———

<Calota a ser cortada
e elminada

247 Questio

(ENEM)} Uma lagartixa esta no interior de um quarto de comeca a se deslocar. Esse quarto, apresentando o
formato de um paralelepipedo retangular, & representado pela figura.

M

teto

H=

chéao

.......
111111111

A M B
A lagartixa parte do ponto B e val até o ponto A. A seguir, de A ela se desloca, pela parede, até o ponto M,
que & o ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo teto, ela vai do ponto M até o ponto H. Considere gque

todos esses deslocamentos foram feitos pelo caminho de menor distancia entre os respectivos pontos
envolvidos. A projecéo ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o ch&o do quarto é dado por:

a—— b L ru\ dL eml

Solugdo. Os pontos A, B e M pertencem mesmeo plano. A projegio esta representada na letra (b).



25 Questdo

(ENEM) Os solidos de Platdo sdo poliedros convexos cujas faces sdo todas congruentes a um poligono
regular, todos os vértices tém o mesmo numero de arestas incidentes e cada aresta & compartilhada por
apenas duas faces. Eles sdo importantes, por exemplo, na classificacao das formas de cristais minerais e no
desenvolvimento de diversos objetos. Como todo poliedro convexo, os solidos de Platdo respeitam a relagdo
deEuler V-A+F=2 emqueV, AeF sdo os nimeros de vértices, arestas e faces, respectivamente.

Em um cnistal, cuja forma & a de um poliedro de Platdo de faces tnangulares, qual a relac@o entre o nimero
de vértices e 0 numero de faces?

a) 2V _4F =4 b)2V_—2F =4 c)2V_F=4 dj2v+F=4 e) 2V + 5F = 4

Solugdo. Como todas as faces sdo triangulares, temos:

NA="— 3F
) SV - +F=2=32V-3F+2F=4=2V —F =4/

[~




267 Questio

(UFV) Duas placas metalicas, medindo 4 cm de largura e 6 cm de comprimento, estdo
sobrepostas e fixadas no ponto médio M. Com um giro de 45° em uma das placas, obtém-se uma \
regido poligonal comum as duas placas, conforme ilustra a figura. A area dessa regido poligonal,

em cme, &:

a)l+42  b)2+42  c)3+42  d)4+42

e) 5 + 4.2

S5olugdo. O dangulo PMQ mede 135°. No tridngulo PMQ, temos a area:

(2
Area(PMO) = (2)'(2}‘2““’””5 S A 24} ~.a|

—1

PO =2 +22-2(2).(2).cos135°
2 ( 42)
PO -8-8/-22i_g+4.2

1_\ EJ.'

Lei dos cossenos em MPQ:

Lei dos cossenos em NPQ:

1

PQ =NP +NQ -2NPNO.cos45° —(NP=ND)
8+4./2 =2 NP’ —2.@3%

18442 =2NP' -2 NP
NP (2-+2)=8+42

2-42 4-2 2

7 842 [B+42)R+42) 1648248248 2441612 ) o o

Calculandeo a area do tridngulo is6sceles NPQ, temos:

12+ snﬁﬂfﬁ\‘i

2 2

Area(NPQ) = [ﬁl[ﬁ?}serﬂi i LT’J = 6€ 8 342 + 4|

Logo, a area da regidao PMQN é:

Bv2+4)++2=4+42)




