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Poténcias e Logaritmos

Propriedades

e log,(x Xy) = log, x +log, y
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* log, (;) = log, x —logg y
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Funcao Exponencial

Dado um numero real a (coma = 0 e a # 1), denomina-se fungao exponencial de

base a, uma funcao f de R em R* definida por f(x) = a®™ ou y = a”.

Em simbolos: f:R—R"
T al

As restricoes a > 0 e a # 1 dadas na definicao anteriormente exposta, sao
necessarias, pois na medida em que a = () e xr negativo, ndo existiria a* e, logo nao
teriamos uma funcao definida em IR, assim como também nao teriamos uma funcao definida
em R paraa < ) e x = —. Em outro caso, se a = 1 e x qualquer numero real, entao a® = 1,

2
o que indicaria fungao constante.

a>1 0<a<1
v4 y4
1 1
| P
O X O X




Propriedades:

(1)
(2)
(3)
(4)
(3)
(6)
(7)
(8)
(9)

a®.a¥ = a* "

a =ia

se a > 1 afuncao f(x) = a® é crescente.

se 0 < a < 1lafuncao f(z) = a® é decrescente.

A funcao f : R — R, definida por f(z) = a*, é ilimitada superiormente.
A funcao exponencial é injetiva.

A funcao exponencial é continua.

A funcado exponencial f : R — R™, f(z) = a®, com a # 1, é sobrejetiva.

A funcao exponencial é bijetiva, logo, admite funcao inversa.

Para todo numero real positivo a, diferente de 1, a funcdo exponencial f : R — R™

dada por f(x) = a®, € uma correspondéncia biunivoca entre R e R™, crescente se a > 1,

decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional de transformar somas em produtos,

isto &, f(z+y)=f(z). f(y).



Fungoes do tipo f(z) =b-a” + ¢

Os mesmos conceitos aplicados nas fungdes do tipo f(z) = a*, também sé&o
aplicados em fungdes do tipo f(z) = b - a® + ¢, como por exemplo em f(z) = 3 - 5%,
flx) =7 +3, f(x) =3"—4, f(z) =3-2*+5 e etc. Alterando os valores de a, b e ¢,
veremos que a representacao grafica da funcao sofrera algumas variagdes como translagdes
horizontal e vertical.
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- Reflexao em relacao ao eixo Oy

- Reflexao em relacao ao eixo Ox

f(x) = 3




Deformacoes

e



O nimero irracional e

Vamos considerar a sequéncia (1 + )" comn € {1,2,3,4,...}. Quando n aumenta
indefinidamente, a sequéncia (1 + +)" tende muito lentamente para o nimero irracional
e = 2, 7182818284... , conhecido como numero de Euler, nimero exponencial, numero de
Napier, numero neperiano, que sao algumas variantes de seu nome.

Imagine que um banco pague juros de 100% ao ano. n (1 + Lim)®
Eu ndo falei que era uma situacao hipotética? Mesmo 1 -
assim, vamos fazer de conta que existe um banco com

. : 2 2,25

essa maravilhosa generosidade.

ApdGs um ano, teriamos o montante de R$ 2,00 para 3 2,37037
cada R$ 1,00 aplicado. 1 2,44141

E se, com uma generosidade inexplicavel, os juros 3 1,48831
fossem creditados semestralmente, ao final de um ano 10 2,50174
teriamos R$ 2,25. Um sonho! 20 2.,69159

A expressao para esse calculo € a seguinte: 100 2,70481

— 2 —
(1+1/n)"=(1+1/2)*=2,25 1.000 | 2,71692

Para o crédito ser trimestral, temos n = 4 e o

resultado é 2,44141. 10.000 |  2,71815

100.000 2,71827

Vejamos alguns resultados para diversos valores de 1.000.000 | 2,71828

n na tabela. 10.000.000 2,71823




Hipeéerbole

hipérbole com centro na origem e focos no eixo Ox
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Hipéerbole no ENEM

QUESTAO 156

O fisiologista inglés Archibald Vivian Hill propds,
em seus estudos, que a velocidade v de contragdo de
um musculo ao ser submetido a um peso p & dada pela
equacao (p + a) (v + b)= K, com a, b e K constantes.

Um fisioterapeuta, com o intuito de maximizar o efeito
benefico dos exercicios que recomendaria a um de seus
pacientes, quis estudar essa equacdo e a classificou
desta forma:

Tipo de curva

Semirreta obligqua

Semirreta horizontal

Ramo de parabola

Arco de circunferéncia

Ramo de hipérbole

O fisioterapeuta analisou a dependéncia entre v e p
na equacgdo de Hil e a classificou de acordo com sua
representacdo geometrica no plano cartesiano, utilizando
o par de coordenadas (p ; v). Admita que K= 0.

Digponivel em: hitp//rsph. royalsocistypublishing.org. Acesso em: 14 jul. 2015 (adaptado).
O grafico da equacgao que o fisioterapeuta utilizou para
maximizar o efeito dos exercicios € do tipo

@ semirreta obliqua.

@ semirreta horizontal.

® ramo de parabola.

@® arco de circunferéncia.
|ﬂ ramo de hipérbole.

Solucdao.

(p+a).(v+b)=k == K

pta

v(p) =

Onde a, b e k sd0 constantes. Temos uma associa¢gdo com as grandezas inversamente

proporcionais y.x=k

Logo seu grafico sera dado por um ramo de hipérbole.




O LOGARITMO NATURAL COMO UMA FAIXA DE HIPERBOLE

Formalmente, seja H = {(x,1/x); x > 0} o ramo positivo da hipérbole
equilatera xy = 1. Notemos que H € o grafico da funcao h: IR* - IR, h(x) = 1/x.
Dados a,b = IR*, aregido plana H? formada pelo conjunto dos pontos (x, ) do

planotaisquea < x < be0 = y < 1/x, e conhecidacomo uma faixa de hipérbole.

Observemos que H? representa o conjunto do plano limitado pelas retas verticais

X = a,x = b, pelo eixo das abscissas e por H.

Seja x um numero real positivo. Define-se o logaritmo de x na base e como
logaritmo natural de x, denotado por inx e representado como a area da faixa de

hipérbole Hi. Assim, por definicdo, quando x > 0, temos: Inx = Area(HY)

Em particular, quando x = e, teremos a faixa H;:log,e = lne =1,

i




A Funcao Exponencial y = ¢*

Dado o niimero real z, e é o tinico nimero positivo cujo logaritmo natural é x.

O Teorema 6 garante a unicidade e existéncia de e¥. Geometricamente, y = e* é a abcissa

que devemos tomar para que a faixa da hipérbole H{ tenha area z.

et

et X

Vé-se que €* > 0 para todo =, que €* > 1 quando = > 0 e que €* < 1 quando x < 0.

y=¢€e" < r=Iny

A funcao r — €* é definida para todos os reais, ou seja, seu dominio contém todos os
nameros reais e é a fungao inversa da funcao logaritmo natural. isto quer dizer que valem as

igualdades para todo y > 0 e para todo x real:

In(e®) =z; "=y




Funcao Logaritmica

Dado um numero real a (com a > 0 e a # 1), chamamos funcao logaritmica de base
a a funcao f de R* em R que associa a cada x o numero log,r, chamado logaritmo de x
na base a.

Em simbolos:
f:RT—R

T — log,x

Como a fungéo logaritmica é a inversa da funcdo exponencial, temos: a/?%* = r
paratodo = > 0 e log,(a”™) = x para todo = € R. Dessa forma, log,r é 0 expoente ao qual
se deve elevar a base a para obter o numero z, ou seja, y = log,r & a¥ = .

Assim, temos que a funcao f : R — R™, dada por f(x) = a*, tem a propriedade
flz+1y) = f(x).f(y), ou seja, a*¥ = a”.a¥ (logo, transforma soma em produto). A sua
inversa g : R — R, dada por g(z) = log,r, tem a propriedade g(z.y) = g(x) + g(y), ou
seja, log,(r.y) = log.x + log,y (logo, transforma produto em soma).



Propriedades:

(1) afuncao logaritmica f(x) = log,x € crescente (decrescente) se, e somente se,
a>10<a<l).

(2) somente numeros positivos possuem logaritmo real.

(3) se a > 1, os numeros maiores do que 1 tém logaritmo positivo e os numeros
compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo negativo.

(4) se 0 < a < 1, os numeros maiores do que 1 tém logaritmo negativo e os
numeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo positivo.

(5) a funcao logaritmica é ilimitada, superior e inferiormente.

(6) ao contrario da funcao exponencial f(x) = a® com a > 1, que cresce rapida-
mente, a funcéo logaritmica log,> com a > 1 cresce muito lentamente.

(7) afuncao logaritmica e bijetiva.

A y = loga(x)
2 a =1

y = log,(x)
0D<a-<=<1




Com relacao ao grafico cartesiano da funcao logaritmica f(x) = log,z, podemos
dizer que:

19) esta todo a direita do eixo y (z > 0);
2°) corta o eixo = no ponto de abscissa 1 (log,1 =0 para todo 0 < a # 1);

3°) se a > 1 & de uma funcao crescente e se 0 < a < 1 é de uma funcao decrescente;

4°) é simétrico em relacdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares) ao grafico da
funcao g(x) = a™




Relacao entre Exponenciais, Logaritmos e Progressoes

Historicamente, os logaritmos — aqui ja apresentados e descritos como o inverso
de uma expressao exponencial — tém sua descoberta associada as descobertas das
progressoes aritmeéticas e geomeétricas, a qual se atribui ao matematico alemao Michael
Stifel (1486 - 1567), muito embora se deva considerar que foi o escocés John Napier (1550
- 1617), matematico, fisico e astronomo, quem contribuiu para o avango da matematica ao
descobrir o uso dos logaritmos e suas propriedades -

Stifel, em 1544, escreveu o livro intitulado Arithmetica Integra (Aritmética Reno-
vada) no qual observou que os termos de uma progressao geomeétrica de razao ¢, dada
por (¢", ¢, ¢%, ...) correspondiam aos termos de uma progressao aritmética de razao 1
(0,1,2,...), formada pelos expoentes, de tal maneira que a multiplicacao de dois termos da
progressao geometrica resultava em um termo cujo expoente representava a soma dos dois
numeros correspondentes na progressao aritmeética.
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Teoremal
Se a sequéncia a, € uma progressao aritmética, entao a

sequéncia b, = e™ éuma progressao geométrica, onde e denota
0 namero de Euler.
Demonstracédo. Sendo r a razao da progressao aritmética, basta notar que:
b el _ _
a a a,.1—4, ¥

= —e™le " =e —e

b e

i

Como 0 quociente entre um termo qualquerda sequéncia (bn)e 0
seu antecessor € a constante e, segue por definigao que (bn) é
uma progressao geomeétrica.

Teorema 2
Se a sequéncia a, € uma progressao geométrica, entdo a
sequéncia b, =10ga, é uma progresséao aritmética.

Demonstracdo. Sendo gq a razdo da progressao geomeétrica, basta notar que:

an +1
o

i

b, —b,=loga,, —loga, =log—==logqg

Como a diferengaentre um termo qualquer da sequéncia (bn) e 0
seuantecessoré a constante log(q), segue por definicao que (bn)
€ uma progressao aritmeética.



Caracterizacao da relacao entre Funcoes Exponenciais e Progressoes

Comparando as definicbes

I) Dado um numero real a (coma > 0 e a = 1), denomina-se funcao exponencial
da base a a uma funcédo f de R em R™ definida por f(z) = a*, para todo = € R.

ii) Uma progressao geometrica (PG) € uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, € obtido multiplicando-se o anterior por uma constante ¢

chamada razdo da PG. Conforme termo geral: a, = ag.q" , com n € N (com o primeiro
termo sendo ag).

As funcbes exponenciais do tipo f(x) = b.a®™ assemelham-se a uma progressao
geométrica. Note que em f(z) =b.a® e a, =ag.q" temosque: f(z)=a,; b=agp;:

a=4dq, T =n.
Entretanto, deve-se atentar para o dominio das relagdes com que trabalhamos.
-Na funcao exponencial, o termo geral vale para todo = < R.

-Na progressao geométrica, o termo geral vale para todo n € I, uma vez que
estamos considerando uma PG cujo primeiro termo € ayg.



Aplicacoes dos Logaritmos

pH
O termo pH foi introduzido, em 1909, pelo bioquimico dinamarqués Soren Peter Lauritz

Sorensen (1868-1939) com o objetivo de facilitar seus trabalhos no controle de qualidade

de cervejas. A letra "p" vem do alemao potenz, que significa poder de concentragao, e a

letra "H" & para o ion de hidrogénio (H ™).

pH é a sigla para potencial hidrogeniénico. pH € o negativo do log de base 10 da

concentracao molar de ions hidrogénio (H+)

pH = —log[H+]

(UERJ) A acidez de frutas citricas & determinada pela concentracdo de ions hidrogénio. Uma amostra

de polpa de laranja apresenta pH = 2 3. Considerando log 2 = 0,3 calcule a concentracdo de ions
hidrogénio nessa amostra, em mol L.

Solugdo. Aplicande a definigao, temos:

1 1 B
rpH=2jz:= lmg[ +}= 23=—=10" =
3 H H

|log2 =03=2=10"

i::ﬂ[]:aﬂ*' :L:;uH* = 0,005
H- 200

=107 1 1 1 03
- — = 10%.10% =(100).(2) =

-




Meia Vida

A meia-vida & a quantidade de tempo caracteristica de um decaimento exponencial. Se a

quantidade que decai possui um valor no inicio do processo, na meia-vida a quantidade

tera metade deste valor.

A equacao que gera a desintegracao radioativa de uma substancia € dada por

M = My-e™

M é a massa da substancia

Mp é a massa da substancia no inicio

A € uma constante chamada constante de desintegragao
t o tempo em anos.

Uma determinada substancia se desintegra a uma taxa de 2% ao ano. A massa da

substancia estara reduzida a metade em quantos anos?

Dado: in2 = 0,69 onde In = é o logaritmo na base natural. Queremos calcular t para o

M
qual M = 5
J.'-I‘I'ID . i r
- =Mo-e R E—ﬂﬂﬂt:% = —0,02t-lne=(-1)-In2 =

=" 0,02t = —0,69 =t = 34,5




Os Terremotos e a Escala Richter

A partir da quantidade de energia liberada por um terremoto, é possivel determinar,
utilizando um aparelho chamado sismografo, sua magnitude na escala Richter, desenvolvida
em 1935 por Charles Richter e Beno Gutenberg, no California Institute of Technology.
Trata-se de uma escala logaritmica de base 10.

A magnitude ( graus ) de Richter € uma medida gquantitativa do 'tamanho’ de um
terremoto. Ela esta relacionada com a amplitude das ondas registradas e também com
a energia liberada. De acordo com o grau de magnitude registrado, um terremoto pode
acarretar as seguintes consequéncias:

Magnitude (graus) | Possiveis efeitos

Tremores pequenos, geralmente nao perceptiveis,

mas sao registrados por equipamentos apropriados.

Abalos perceptiveis sem a utilizacao de equipamentos,
3,0a59 mas pouco destruidores. Pode derrubar objetos da mobilia

e trincar paredes.

Terremoto destrutivo que pode acarretar severos

danos as construgdes e provocar grandes rachaduras no solo.
9.0 ou maior Tremores muito fortes, causa a destruicao quase que total.

menor que 3,0

6,0 a 8,9

A energia liberada em um abalo sismico é um fiel indicador do poder destrutivo de
um terremoto. A relagcao entre a magnitude M (graus) de Richter e a energia liberada E é
dada por M = %,Eogm (E%) ou ainda por E = Eg,lﬂ%. Sendo uma escala logaritmica de
base 10, a medida que a magnitude aumenta, a amplitude fica 10 vezes maior. Como exem-
plo, um terremoto com magnitude 6 tem uma amplitude 10 vezes maior que um terremoto
de magnitude 5.



(ENEM)

Em 2011, um terremoto de magnitude 9,0 na escala Richter causou um devastador tsunami no Japéo,
provocando um alerta na usina nuclear de Fukushima. Em 2013, outro terremoto, de magnitude 7.0 na
mesma escala, sacudiu Sichuan (sudoeste da China), deixando centenas de mortos e milhares de feridos.
A magnitude de um terremoto na escala Richter pode ser calculada por

=g £}
=—loal— |
3 O\E

sendo E a energia, em kWh, liberada pelo terremoto e Eo uma constante real positiva. Considere que E1 e

E: representam as energias liberadas nos terremotos ocorridos no Japdo e na China, respectivamente.
Disponivel em: www terra.com br. Acesso em: 15 ago. 2013 (adaptado).

(Jual a relacdo entre E1 e E27

9 9
3
a) Eq=E,+2 t:.;,|51=1|:}2.|52 c) E4=10"-E; d) E;=107-E, E}E1=T-E2

Solugdo. Relacionando as energias, temos:

)

| 2. (E (E,) (3 _E _Z Z
Japdo:=log| — |=9 = log| — |= 9. 315 202 = E, = E 10?2
5 3 \E,, E, )] \2) E,
2. (E," (E,) _(3)\ E = =
|China:=logl =2 |=7=log| =% |=7| = |=—=2=102 = E, =E,.10?
¥
L 3 'x.'E':'_.-' ME':'_,-' = Ecl
, E.100 2 22 :
i) =L = —=102E,.10 * =10* = E, =10E,
' E,107%




Matematica Financeira

Uma pessoa aplicou a importancia de R$ 500,00 numa instituicdo bancaria que paga juros
mensais de 3,5%, no regime de juros compostos.

Quanto tempo apos a aplicacdo o montante sera de R$ 3 500,007

Resolucao: No caso de tempo e juros compostos,o uso de logaritmo é fundamental.
Férmula para o calculo: M = C' - (1 +4)'. De acordo com a situacao problema, temos:
M (montante) = 3500 C (capital) = 500 | (taxa) = 3,5% = 0,035 t=7

| 3500
M=C-(1+4)" > 3500 =500-(14+0,035)" —> —— =1,035 >

e

> 1,035' =7 > logl,035" =log7 —> t-0,0149=0,8451

0.8451
ﬁt:dng —> t=56,7

O montante de R$ 3 500,00 sera originado apos 56 meses de aplicacao.

Obs: Ha outras aplicacdoes das exponenciais e dos
logaritmos no cotidiano que nao foram mostradas.




12 Questio
(EMEM) As populacies de duas cidades, M e N, sdo dadas em milhares de habitantes pelas funcdes:
M(t) = Iuggﬂ—t}ﬁ Nit) =logo(4t+ 4)

A variavel t representa o tempo em anos. Apos certo instante t a populacao de uma dessas cidades & sempre
maior do que a da outra. O valor minimo desse instante t &:

a) —1 b) 0 c) 2 d) 3 e) 4

Solugao. Encontrande o instante da igualdade, temos:

i) M(#) = N(£) = log ;(1+7)° =log ,(4z+4) = log 20+ N° =log,(42+4) = %.lug L(1+0° =log,(42+4) =

1
= log,|(1+2)° [ =log ,(42 +4) = log ,(1+ 1) =log , (42 +4) = (1+1)* = (4¢ +4)
=3 — Mmimo
f=—1<0gIN

i +2+ 8 =4 +4 =7 -2t -3=0= (¢ -3).¢+D) = r;}:p{




22 Questio

(ENEM) Admita que um tipo de eucalipto tenha expectativa de crescimento exponencial, nos primeiros anos
t—1

apos seu plantio, modelado pela funcao y{t)=a ', na qual y v imeftros)} |
representa a altura da planta em metro, t & considerado em I
ano, e a & uma constante maior que 1. O grafico representa a
funcéo vy.

Admita ainda que y(0) fornece a altura da muda quando

plantada, e deseja-se cortar os eucaliptos quando as mudas
crescerem 7.5 m apds o plantio. O tempo entre a plantacéo e o

corte, em anos, & igual a:
a) 3. b) 4. c) 6. d) logs 7. e) logs 15.

-

t(anos)

Solugdo. De acordo com o grafico, temos que f{0) = 0,5 m e f(6) = 32 m. O tempo procurado indica que
a altura na época do corte sera de 8m. Temos:

Dyit)=a" = 05=a"" ::=l=i:‘;«a=2
a

i8=2"=2=2"=t-1=3=t=4anos




32 Questio

(ENEM) Ma figura a seguir estdo representados seis retdngulos com lados paralelos aos eixos coordenados e
vértices opostos sobre o grafico da funcao f(x) = logz x, x = 0.

y"L yh

f(x) = log, X I fix) = log,

A soma das areas dos seis retangulos & igual a:
a) 2 unidades de area b) 3 unidades de area c) 4 unidades de area
d) 5 unidades de area e) 6 unidades de area

Solugdo. Repare que todos os retingulos possuem base medindo 1 unidade e alturas iguais as
diferengas entre os valores das imagens consecutivas, temos:

Area=){fQ)- fQI+ [/ @D-BN+1f G -@]+[f© -G+ [/ -©]+[f/®-(Df}=
= Area=(1).{[f(8)- f(2)]}=log,8—log,2=log, 2’ —log,2=3.log,2—-log,2=3.()-1=2 .




47 Questio

(ENEM) Uma liga metalica sai do forno a uma temperatura de 3 000 *C e diminui 1% de sua temperatura a
cada 30 minutos. Use 0,477 como aproximacdo para logio(3) e 1,041 como aproximacao para log1o(11).
O tempo decorrido, em hora, até que a liga atinja 30 *C & mais prdximo de:

a) 22 b) 50 c) 100 d) 200 &) 400

Solugdo. ldentificando a situagic como uma progressio geomeétrica e associando a fungao
exponencial, temos:

£(0)=3000
£(1)=3000-(0,01).(3000) = 3000.(0,99)"

IR > £() =3000.(0.99)’
£(2)=13000.(0.99)—(0,01)[3000.(0,99)| = 3000.(0,99)*
1 ™
lng[fﬁa log 1—log 100
i) 3000.(0,99) =30= (0.99) = 0.01=t= —i o 1ﬂg —log -
IQE[E log3” +log11-1log100
100
0-2 ~2 ~2

t = =t = == =t =400
2.(0477)+1.041-2 0.954 -0,959 —0,005

Como os tempeos sao de 30 minutos, ha 400 meias heras. Logo, sdo necessarias 200 horas.



5 Questdo

(EMEM) Para realizar a viagem dos sonhos, uma pessoa precisava fazer um empréstimo no valor de
R$ 5.000,00. Para pagar as prestactes, dispde de, no maximo, R$ 40000 mensais. Para esse valor de
empréstimo, o valor da prestacao (P) é calculado em fungdo do numero de prestacdes (n) segundo a formula:

p_ 3000.1,0137.0,013
1,013" -1

Se necessario, utilize 0,005 como aproximacado para log1,013; 2,602 como aproximacéo para log400; 2,525
como aproximacao para log 335. De acordo com a formula dada, o menor nimero de parcelas cujos valores
nao comprometem o limite definido pela pessoa é:

a) 12 b) 14 c) 15 d) 16 e) 17

Solugao. Desenvolvendo a expressido e aplicando logaritmos, temos:

5000.1,013".0,013 400
i) 400 = : ” — (400).1,013" =400 > 65.1.013" =335.1.013" >400=1013" >
1,013" -1 335
400 2602—-2525 0,77
ii) logl,013" = log— = n.logl 03> log400-log335=n == = nz——=nz154
335 0,005 0,005

Como n & um numero natural, temos que © menor numero de parcelas é 16.



62 Questio

(ENEM)} O governo de uma cidade esta preocupado com a possivel epidemia de uma doenca
infectocontagiosa causada por bacténa. FPara decidir que medidas tomar, deve calcular a velocidade de

reproducdo da bactéria. Em experiéncias laboratoriais de uma cultura bacteriana, inicialmente com 40 mil
unidades, obteve-se a formula para a populacao: p{t}=4[}-23t, em que t & o tempo, em hora, e pit) & a
populacdo, em milhares de bactérias. Em relaco a quantidade inicial de bactérias, apos 20 min, a populacéo
sera:

a) reduzida a um terco. b) reduzida a metade. c) reduzida a dois tergos.

d) duplicada. e) triplicada.

Solugdac. Como 20 minutos correspondem a 1/3 de hora, temos:

l._. 3.:.’1-|"1
p! %I«J::ID_I "'l = 40.(2) = 80 mil = dobro (inicial )|
LN
72 Questio

(ENEM} Uma turma de uma escola central de Porto Alegre recebeu a seguinte questdo em sua primeira

prova no Ensino Médio: Um dos valores de x que soluciona a equacao |Dg2{—}{2 +32)=4 éigual ao namero
de centros culturais localizados nas proximidades do centro da cidade. Esse nimero é:

a) 2 b) 4 c) 5 d) 6 e) 7

Solugio. Estabelecendo a condigao de existéncia da solugiao e resclvendo, temos:

N-x*+32>0=x>-32<0= 42 <x< 42

g, 3 2 2 'r
i) lngl[—x" +3ﬂ=4z:= —x*+32=2"=-x"+32-16=0=-x"+16=0=> {
' X

—4|.
4

Como o numero de centros é positivo, esse valor é 4.



82 Questio

(EMEM) Vamos considerar que certo veiculo sofra uma desvalorizacdo de 2% ao més durante os dois
primeiros anos, apos a retirada da concessionaria. Meste periodo, o valor V desse carro podera, em funcao
do tempo t {(em meses), ser calculado por meio da seguinte relagcdo matematica, considerando que Vo € 0
valor do carro zero:

a) V(t) = Vo 0 98! b) V(f) = Vo.0,02¢ C)V(H)=Vo 198  d)V({)=Ve102 &) V(t) = Vo2t

Solugao. Identificando a situagao como fungio exponencial, temos:

V(0)=V,
V(1) =V, —(0.02)F, = F,.(0.98)

V(2) = V,.(0,98) — (0,02)]F, .(0.98)] = ¥, .(0.98)° — V(1) =V, .(0.98)

9% Questio

(ENEM) O nimero de bactérias numa certa cultura duplica a cada hora. Se, num determinado instante, a
cultura tem mil bacténias, dai a quanto tempo, aproximadamente, a cultura tera um milh&o de bacténas?

Aproximacado importante: 210 = 1024 = 1000. Utilizando logaritmos, considere: logio 2 = 0,3.
a) 2 horas b} 3 horas c) 5 horas d) 10 horas e} 100 horas

Solugdoe. ldentificando a situagdac comeo uma fungdao exponencial, temos:

f(&)=1000(2]
(r)=10000000=10°

=102 =10°=2"=100=2"=2" = r=10|




102 Questio

(EMEM) Também podemos afirmar que uma funcao logaritmica transforma, por exemplo, sequéncias que
estao em progressao geomeétrica em sequéncias, na mesma ordem, em progressao aritmeética. Considere a
funcao logaritmica definida por f(x) = log+o X e a progressao geométrica (200; 400; 800; 1600;...). Aplicando a
funcdo f a essa sequéncia, obtemos uma progressao aritmeética de razao igual a:

a) 2 by 10 c) logz 10 d) logz 100 e) logio 2

Solugio. Identificando a variagao dos valores, temos:

i) (log 15, 200, log ,, 400, log , 800, ...) = [log ;o 2 +log 100, log ,, 2° +log 100, log ;4 2° +1log 100, .._|=
= (log ;, 2 +1og 100, 2log , 2 +log 100, 3log ,, 2+ log 100, ...
i) razdo - 2log ;2 +1log 100 — (log ,, 2 +log 100) = log ,, 2

118 Questio

i;‘—-'l-x—lii 1
(PISM) A diferenca entre o maior e menor valor de x, na equacio exponencial 25~ = Y
igual a:
a)l b) 7 c) 1/2 d) 7/2 e)— 32
Solugio. Resclvendo a equagio, temos:
|I_:‘4:“15.| 1 | sazas| (~32+6) 2 \
I) 255 : = W — (5;]{_ 2 :l_.-| = (5_3.]. i 51‘ 8230 = 5_91_13 — +3I—3[’ = 9_'{.'— 13

= X, =
Mx —x+12=0=(x+3).(x-4)=0= { ' ; — Diferenga:4—(-3)=7
Xn =




122 Questio

(PISM) Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais positivos, tais que log,a=5, log,¢=2 e log,d=3. O valorda

3 a
expresséo log,

— €igual a:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 0

Solugao. Utilizando as propriedades dos logaritmos, temos:

a*.b

i)log, =log, {:1‘1’ b’ )— log, d° =2log, a+5.log, b—3.1og, d

it) Mudanca (base):2.1og, a+5.log_ b—3.log, d = 2.[1[!‘%*‘ H)+ 5{1[53* b)— 3.[1[!3*' d) =|

log, ¢ log, ¢ log, ¢
2 2 2 2 2

132 Questio

(FUVEST) Sabendo-se que 5° =2, podemos concluir que log , 100 & igual a:

2 ) 242
a) = b) 2p c) 2+ p’ d) 2+2p o) 2P
p p

Solugdoe. Utilizando as propriedades dos logaritmos, temos:

)59 =2= p=1log.2
log 100 2log.(2.5) 2log.2+2log.,5 2p+2(1) 2+2p|

i) log,100=
- log. 2 log. 2 log. 2 P p




142 Questio

(FUVEST) Bidlogos afirmam que sob condigfes ideais, o nimero de bactérias numa culfura cresce

exponencialmente. Suponha que existam inicialmente 2 000 bacténas em certa cultura e que existirdo 6 000
apos 20 minutos. Quantas bactérias existirdo apods 1 hora?

a) 30 600 b) 40 000 c) 48 8600 d) 54 000 e) 60 000

Solugio. Identificando a situagido como fungio exponencial, temos: f(¢)=2000a’.

i f(20)=2000a”
£(20)=6000

— 2000.a™ = 6000= g~ =3

if) f(1h) = £(60) =2000.a =2000(a® | =2000[3] = 2000]27] = 54000

152 Questio

(FUVEST) O radio se deteriora exponencialmente. Sua meia-vida € de 1 690 anos. Quanto tempo levara,

01 _ 3.322).
0.5

aproximadamente, para uma amaostra de 50 g de radio se reduzir a 5 g7 (Utilize

a) 4 345 anos b) 5 614 anos c) 6 320 anos d) 6 600 anos e) 6 632 anos

Solugao. Utilizando o modelo exponencial, temos: f(¢) = M__n,.e'“, onde M; & a massa inicial, temos:

M : : : In 0,5
)2 =Mpe ™ 2™ =052 me ™ =05 21690k = 0.5 >k =

111'EI11 ]nﬂ: .
no0.5 no0.5
i) 5= 5D.€159ﬂ :::e”g” =01 ——it=m01=1t=1690.—— =1690 (3.322)=5614.18

1690 nol




16% Questio

(PISM) Na figura a seguir, encontram-se representados o grafico da funcao f:][l, :-:[—}IR, definida por

f(x)=log, x, e o poligono ABCD. Os pontos A, C e D estdo sobre o
grafico de f. Os pontos A e B estdo sobre o eixo das abscissas. O ponto C

tem ordenada 2, o ponto D tem abscissa 2 e BC & perpendicular ao eixo
das abscissas. Sabendo que o0s eixos estao graduados em centimetros, a
area do poligono ABCD é:

a) 2.5 cme b) 3 cm? c) 3,5 cm? d) 4 cm? e) 45 cme

Solugdo. A area do poligono sera igual a soma das areas A: e Az. Encontrando os valores
necessarios, temos:

A=(a0)=log,a=1=a=1= 4=(1.0) 12
){C=(b2)=>log,b=2=b=2"=C=(42)=>B=(42) -

f(2)=log,2=1= D=(2]) f2)

A (tridngulo) = % =05 ’ ’
i) 3 i 1+ 22). @ _ : = Area (poligono)=3+0.5=35 cm’ -
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