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Definicao de Vetor

Segmento Orientado
Considere o segmento de reta AB. Definimos por segmento
orientado, o segmento de reta AB para o qual fixamos uma
orientacao.

Representacao geométrica de um segmento orientado.




Plano Cartesiano )
Suponha agora que o vetor U tem um representante AB, sendo
A= (-2,1) e B=(1, 3) pontos sobre o Plano Cartesiano.
Podemos ent3o localizar esse representante.

O segmento orientado OC, também é um representante do vetor 0.

y

B = (1..3)
&

%)

u

1 3 X

Nés diremos que as coordenadas de u sao 3 e 2, sendo que
usaremos a notagdo 4 = (3, 2).

Seja AB um representante do vetor d, sendo que A = (xp, yp) €
B = (x1. y1) sao dois pontos no Plano Cartesiano. Usamos

u= B —A. U= (x1— X0, Y1 — YO)-

para denotar que o segmento orientado O—Ct que vai de

O = (0, 0) até C = (x1 — X0, y1 — Yo), € um representante de u.
Os escalares x; — xp € y1 — yo sao chamados de coordenadas do
vetor U.




Vetores no Espaco

Escolhendo uma unidade de medida, podemos localizar no Espaco
Cartesiano qualquer ponto que esteja sobre ele.

Seja AB um representante do vetor i, sendo que A = (xo, Yo, 20)
e B = (x1, y1, z1) sdo dois pontos no Espaco Cartesiano. Usamos

U= (x1— X0, Y1 — Y0, 21 — 20),

para denotar que o segmento orientado 5& que vai de
O=(0,0,0)até C=(x1 —x0. Y1 — Yo. 21 — 2), € um
representante de 4.

Os escalares x; — xg, y1 — o € 21 — 2o sao chamados de
coordenadas do vetor 4.




Exemplo : Sejam os pontos A = (1, —1, 2) e B = (3, -4, 3).
Determine as coordenadas do vetor & com representante AB. Além
disso, esboce esse vetor no Espaco Cartesiano.

AB é representante de u, sendo A = (1, —1, 2) e B = (3, —4, 3).

i=B-A=(3-1,-4—(-1),3-2)=(2, -3, 1)




Operacoes com Vetores no Plano e no Espaco

Soma entre Vetores

Yo T Y1 |

Yo

Sejam os vetores U = (xg. yp) € V = (x1. y1), sendo as
coordenadas (xg. vo) € (x1. y1) sobre um mesmo Plano Cartesiano.
O vetor resultante da soma entre t e v é dado por

u+v=(xg+ x1. Yo+ ¥1).




===
Sejam os vetores U = (xp, Yo. Zp) € V = (X1, y1. Z1), sendo as
coordenadas (xg, vo, 20) € (x1. 1. z1) sobre um mesmo Espaco
Cartesiano. O vetor resultante da soma entre i e v é dado por

U+ v=_(x0+x1,y0+v.2+21).

Observacao
Todas as propriedades da soma que sao validas no Plano, também
serao validas no Espaco.

e
Seja o vetor i = (xp. yp. 2p) representado sobre um Espaco
Cartesiano. O vetor resultante do produto entre ¢ e o escalar k é
dado por

kU = (/(Xo. kyo. /(ZO).

Observacao
Todas as propriedades do produto por escalar que sao validas no
Plano, também serao validas no Espaco.




Produto por Escalar

Considere o vetor i e o escalar 2. Como podemos multiplicar & por
27 E natural imaginar que 2u deve ser o mesmo que U + U.

4

U

Generalizando

Para multiplicar o vetor v e o escalar k, obtendo assim kv,
precisamos determinar um vetor tal que:

» 60, caso k =00u vV =0;
tem a mesma direcdo de v (isto é, kv//V);
tem comprimento |k| vezes do comprimento de v;

tem o mesmo sentido de v caso k > 0 e sentido contrario
caso k < 0.




Exemplo 1: Seja o retangulo ABCD, no qual A = (1, 1, 2),
B=(-2,1,3)e D=(0,4,—1). Determine o vértice C. Em

seguida, esboce esse retangulo no Espaco Cartesiano.

Na figura abaixo, temos que A +

D = (0. 4. -1)
i

AB =B=A={(~21.3)=(1,1,2)=(=3.0, 1)
AD = D= A=[(0:4-1)= (1,1, 2)=i(~1.3 =3)

AC —AB +AD=(~3,0, 1)+ (=1,3,—8) = (4.3, —2)

C=A+AC=(1,1,2)+(-4,3 -2)=(-




Modulo de Vetores

Nocao intuitiva

i U

.| .
U| - \ XO B

ESPACO

Dados um escalar k e dois vetores i e v quaisquer, as seguintes
propriedades sao validas.

(i) lla]f = 0;

(ii) ||d|| = 0, se e somente se, i = 0;
(ii) ||k = k][]

(iv) (Desigualdade Triangular) ||d + V|

— g

1@l + [Iv]I;

Observacao
Todas as propriedades do médulo que sao validas no Plano,
também serao validas no Espaco.
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A adicdo de dois vetores de mesma direcao e mesmo sentido resulta num vetor cujo moédulo vale 8.
Quando estes vetores sao colocados perpendicularmente, entre si, 0 mddulo do vetor resultante vale

4«/5 . Portanto, os valores dos mddulos destes vetores sao:

a)lel. b)2eb. c)3eb. dde 4

Solugido. Considerando os vetores como u e v e seus moédulos, temos:

i) Mesma direcdo: ||+ [7] = 8 Pl=8p af +64-16)a|+[a] =32=>

—
ii) Perpencidilares- |EI|1 + |ﬁ|1 = (ﬁhﬁjll |ﬁ|1 = Hl =32 (d)
2| =4

=2/ —16]a+32=0= | -87|+16=0= (7|-4) =0=
¥|=8-4=4




Produto Interno

Nocao intuitiva

Como calcular o angulo formado entre dois vetores ndao nulos que
estao sobre um mesmo plano?

Yo b
U




Aplicando a Lei dos Cossenos, temos que:

o 2 2 . i aan2 it 1
|d — v||I* = ||a]|* + [|v]|* — 2 ||d]| ||v]| cos a

2

(o—x)P2+M-n)? = F+B+xXx+1

-2/x3 + y2 \/X12 + y? cosa

(\/(Xo —x1)% + (yo — )’1)2>2 = (W)z + <m)

—2\/x02+y02\/x12+yfcosu

[
—2(xox1 + yoy1) = =24/ x5 + yg\/xf + yfcosa

N —WE = 2 d
(x0 =x1)" + (o — 1) X+ Yo +x +x Xox1 + Yoy

cosa =
20 R gy 9
\/Xo TYO\VX A

~2\‘,./xg +y2 \,/X12 + y? cosa

Definicao do Produto Interno no Plano
S
Sejam os vetores i = (xg. ¥o) € V = (x1. y1) sobre um mesmo
Plano Cartesiano. Nés representamos o produto interno entre esses
vetores através da notagdo i - v, sendo que definimos

u-v = XpX1+ Yoy

Observacao

» Também usamos o termo produto escalar para se referir ao
produto interno.

* Também representamos o produto interno através da notacao
(u, v).

» Se U e V sdo vetores nao nulos, entdo o angulo o formado
entre eles é tal que: cosa = ==

ulllivil”




Dados um escalar k e trés vetores u, Vv e w quaisquer, as seguintes
propriedades sao validas.

Definicao do Produto Interno no Espaco

—————n
Sejam os vetores 4 = (xp, Yo, 20) € V = (x1. Y1, 21) sobre um
mesmo Espaco Cartesiano. Nos representamos o produto interno
entre esses vetores através da notacao u - v, sendo que definimos

u-v=xpx1+ yoyr1 + 202

k -
Observacao

» Se U e Vv sdo vetores nao nulos, entdao o angulo a formado
entre eles é tal que: cosa = =15

ullllvil®

OBS: Dois vetores ortogonais possuem o produto interno nulo.




Projecao Ortogonal

Nocao intuitiva

Considere o vetor nao nulo U e o vetor unitario v. Qual é o valor
do escalar k tal que kv seja ortogonal a 4 — kv?

u— kv




Projecao Ortogonal

Nocdo intuitiva
Sabemos que se kv é ortogonal a U — kv, entdo kv - (4 — kv) = 0.
Desse modo, temos que:

(k¥) - G — (kV) - (k¥) = 0

=Qouv-u—k=20

Descartando a solu¢ao k = 0 (pois nao é conveniente), temos que:

k vV-u




Dizemos que o vetor (V - ti)v é a projecao ortogonal de u em V.

Todo o procedimento anterior foi realizado considerando que v é
unitario. Mas e se ele for um outro vetor ndao nulo qualquer? Como
calcular a projecao ortogonal do vetor nao nulo & sobre o vetor v?
Basta tomar o vetor unitario = v. Desse modo, temos que:

(| V]|

Kﬁv)ﬂ](iwnv) = o Ry

- U)V




= =
Seja o vetor U e o vetor ndao nulo v. Nés representamos a projecao
ortogonal de u em v através da notacao proj; u, sendo que
definimos
o N T S
projz U = ——=V.
V-V

Observacao

» Note que na definicao de projecao o vetor u pode ser nulo.

« Essa definicao de projecao é a mesma para vetores no plano
Ou NO espaco.

Exemplo 1: Determine a projegdo ortogonal do vetor i = (5. 4)
sobre o vetor v = (—2,1). Em seguida, esbo¢o no Plano
Cartesiano esses vetores (isto é, U, V e projy u).




A projecao ortogonal de u em v sera:

projy u

1
projsu

i~ 3/5

-6/5




Exemplo 2: Os pontos A= (2, —-3,1), B=(-1,-1,1) e

C = (3, 5. 1) formam um tridangulo retangulo ABC, reto em B.
Determine o ponto P que é a intersecao entre a altura do triangulo
referente ao lado AC e o préprio lado AC. (Esse ponto P é
chamado de “pé da altura”.)

A figura abaixo ilustra o exercicio.

= (-1,-1,1)

AB=B—-A=(-1,-1,1) -

Note que: AP — proj ;2 AB. A= A5 —(

Ai5 = projz¢ Aé AB Z_ZAv

AC - AC

Por outro lado,
AP = P—A=(xy.2)—(2 =3, 1):»;

Resolvendo essa equacao, é facil obter que:




22 Questao.

A projecédo ortogonal de A sobre a reta BC, sabendo que A = (3,7), B = (1,1) e C = (9,6), tera as coordenadas
de projecao:

a) x = 468/85; y = 321/89 b) x = 478/87; y = 319/87 c) x = 487/84; y = 321/87
d) x = 457/89; y = 319/89 e) x = 472/85; y = 295/89
Solugdo. Utilizande a férmula da projegao, temos:
i=A—B=(2,6 ThT 5 ;
iE (2. }:@w@fﬁ_ av ﬁz{z}_{s}ﬂﬁ}-{d}_{& 5}:&(35} (368 :39}
v=C—-B=(8.3) v,V (8).(8) +(5).(5) g9 i\ 89 89 . (d)
45
i) P=B+w=(LD)+ ;’353 239}_!’1 368 23[1} fﬁ E}
8 89 7 89 \ 89 g9 \ 89 ° &9




22 Questao.

A projecédo ortogonal de A sobre a reta BC, sabendo que A = (3,7), B = (1,1) e C = (9,6), tera as coordenadas
de projecao:

a) x = 468/85; y = 321/89 b) x = 478/87; y = 319/87 c) x = 487/84; y = 321/87
d) x = 457/89; y = 319/89 e) x = 472/85; y = 295/89

Equaciodaretar:

mr =(6-1)/(9-1)=5/8—-y—-1=5/8.(x-1) -y=5x/8 +3/8
Equacido daretas:

my.Mg=-1—5/8 mMg=-1—-mg=-8/5-y-7=-8/5.(x-3)—

¥y =-8x/5+59/5

O ponto P é obtido resolvendo-se o sistema linear abaixo: v = 5x/8 + 3/8

ey =-8x/5+59/5— 5%/8 + 3/8 =-8x/5 + 59/5 - x = 457/89 e y = 319/89

Assim, as coordenas da projecao sao: P(457/89, 319/89)



Produto Vetorial

Nocao intuitiva

Vamos criar uma forma algébrica de determinar um vetor w que
seja a0 mesmo tempo ortogonal a U e V.

Considere os vetores i = (xo. Yo, 20) € V = (x1, y1. 1) sobre um
mesmo Espaco Euclidiano. Desejamos determinar w = (x, y, z)
tal que:

ulw : XoX + Yoy + 2z =0
- A4 S — x1X+yny+z2z=0

Esse sistema de equacoes possui infinitas solucoes. Em particular,
uma possivel solucao sera:

X =Yo0Z1 — Y120 Y = X1Zp — X021 Z = Xpy1 — X1)Y0.-

7:(1 0,0), /=(0,1,0) e k= (0, 0, 1) Note que o vetor
= (x, y, z) pode ser escrito como:

W= xi + VI + zk
w = (yoz1 — y120)i + (x120 — x021)j + (X0y1 — X1¥0)k




Exemplo.: Dados os vetores t = (1, 2, —1) e v = (2, 3, 1),
determine um vetor w que seja a0 mesmo tempo ortogonal a u e v.

Sabemos que um possivel vetor w é dado por:

Portanto, o vetor w = (5, —3, —1) é ortogonal a ¢ e v a0 mesmo
tempo.




= s ————————
Sejam os vetores 4 = (xp, Yo. 20) € V = (x1. y1, 21) sobre um
mesmo Espaco Cartesiano. Nés representamos o produto vetorial
entre esses vetores através da notagao u x v, sendo que definimos

j k|

Y1

Dados um escalar k e trés vetores 4, v e w quaisquer, as seguintes
propriedades sao validas.

—

(i) & x v=—(Vxu);

istributiva a Esquerda) 4 x (v +

— »
u \\7
w_, .

.

VXU




Area do Paralelogramo

Noc¢do intuitiva
Vamos considerar que u e v representam os lados do
paralelogramo. Note que a sua base serd ||d|| e a sua altura sera
|V|| sen cx. Portanto, a area desse paralelogramo sera

A = ||il| ||7|| sen a.




Temos que

e D e o PR
la x v||= = (ll@|| |v]])" — (& - v)".

Sendo assim, podemos dizer que

A=/l |7])? - (@- 7Y

A=/||d x 7|

_( A : A=|idx v

@l v

A% = (||a@|| ||¥]])* - (@-

A =/(lll [ - (@- 9

Exemplo 1: O paralelogramo ABCD é tal que A= (1, 2, —1),

B=(3.1.4)e C = (1, 1, —5). Determine a drea desse
paralelogramo.




Temos entao que:

BA=A—B=(12 ~1)~(3 1.4) =(-2.1.-5)

BC =C—B=(11,-5)~(3,1;4)= (=2.0,—9)

| R
BAxBC=|-2 1 —5|=-9i—8j+2k= (-9, -8, 2)
=oNig=0

|BA x BC|| = V(=9)2 + (~8)2 +22 = V149

Portanto, a area de ABCD ¢ igual a /149 u.a, (unidade de érea).




Exemplo 2: Calcule a drea do tridngulo ABC, tal que A= (1, —1),
B=(12)eC=(4,3)

A figura abaixo ilustra o triangulo ABC.

C= (4, 3)

Temos ent3o que:

AB=B—A=(120)— (1, -1, 0) = (0, 3, 0)
AC=C—A=1(4,30)—(1,-1.0)=(34,0)

— - !

AB x AC = |0 = 0/ + 0j — 9k = (0, 0, —9)
3

H/Té X ZEH = /02 + 02 + (-9)2 =9

Portanto, a drea de ABC é igual a 5 u.a. (unidade de &rea).




Volume do Paralelepipedo

Nocao intuitiva
Vamos considerar que u, v e w representam as arestas do
paralelepipedo. Note que a sua altura serd |||w|| cosa| e a drea de
sua base sera ||g x v||. Portanto, o seu volume sera dado por

V = ||d x V|| ||w|| cos a.




Sendo a o angulo formado entre ¢ x v e w, sabemos que

Desse modo, temos que
V = ||g x V|| |||w]| cos a

V = |||i x V|| ||w]| cos al

Considerando que w = (x2, y2, 22), temos que:

(G x V)-w = (yoz1 — y120)x2 + (x120 — X0z1)y2 + (Xoy1 — X1)0)22

X0 Yo 20

(GxV)-w=y1 1 21| = produto misto
‘Xz y2 22




VOLUME DO TETRAEDRO

Sabemos que o volume V de um tetraedro de altura h e area da
base A é dado por

1
V = -Ah.
3

'

17 % vu) 1#]l cos o

|g x v|| ||w|| cos af




Exemplo 1: As arestas de um paralelepipedo sao representadas
pelos vetores = (1.0, —2), v=(2,1,3) e w=(—4, 5, —1).
Calcule o volume desse pdralelepipedo.

V=|(xV) wl =|—44 =44

Portanto, o volume do paralelepipedo serd igual a 44 u.v. (unidade

de volume). :

Exemplo 2: Considere que os vértices de um tetraedro sao
A=(1,1,-2),B=(2,0,1), C=(4,3,4)e D= (3,1, 2).
Calcule o volume desse tetraedro.

Temos que: AB=B—-A=(2,0.1)— (1,1, -2)
AC=C—A= (4,3 4)—-(1,1,-2)=(3, 2, 6)

AD=D=—A=(3,1,2)—(1,1,-2)=(2 0;4)
13

(/@XR)-ZB:;; 2 6|=—4

p




EFOMM - 2017

32 Questdo.
Um paralelepipedo formado pelos vetores i = (a.a.a), v =(2a.2a.3a) e w=(2a.a,a), com ac R_ tem

volume igual a 8. Determine o valor de a.
d) 3 e)

b | s
k3| L

a) 1 b) 2 c)

o

Solugdo. Utilizando a formula com determinante, temos:

a ) ) & a a|d a
3

NV=[2a 2a 3d=2a 2a 3ad2a 2al=02a +6a +2a’)—(4a’ +3a +2a )=a )
. .

2a a a| (2a a al2a

iNV=8=a =8=a=2




4% Questio.

Dados os vetores 1= (x, 5, 0) ,v =(3,-2,1) ew = (1, 1, -1) calcule x para que o volume
determinado por i ,v ew sejade 24 u.v.

Solugdo. Utilizando a férmula, temos:

x 5 0 x 5 0fx 5
Nnr=3 -2 1|=3 -2 13 -2
1 1 -1 1 1 -1f1 1
MV=24=x+20=24=>x=24-20= x=4

=(2x+5+0)—(0+ x—15)=x+ 20




5% Questio.

Calcular o volume do tetraedro de base ABC e vértice P, sendo A(2,0,0), B(2,4,0), C(0,3,0)
e P(2, -2, 9). Qual a altura relativa ao veértice P?

Solugao. Utilizando a formula, temos:

AB=B-4=(0,4,0) 0 4 0 0 4 o0 4
i]-:E=C—A=(—2_.3_.D]:=V=%.—2 30 =é.—z 3 0-2 3 =%.|(G)—(—T2j|=12u.v
AP=P—A4=(0,-2,9) 0 -2 9 0 -2 90 -2
A h Lok 2
nw:%j%é 0 4 EI.h=12::=|(G,U,8].h=?2::=8h=72::=h=%’=9u.c

—2 3




Equacdes da Reta

Equagdo Vetorial da Reta
e ——

Seja P um ponto da reta r e d um vetor com a mesma direcao de
r. A equacao vetorial da reta r é definida como

X=P+td.

Observacao
« O vetor d é chamado de vetor diretor da reta.
* Uma reta possui infintos vetores diretores.
» O escalar t é chamado de parametro.

* A equacgao vetorial tem o mesmo formato, ndo importando se
a reta esta no plano ou no espaco.

Seja P = (xo. yo) um ponto da reta r e d
mesma direcao de r, sendo que a #0e b

= (a, b) um vetor com a
# 0.

As equacoes paramétricas da reta r sao A equacao na forma simétrica da
definidas como reta r é definida como

X = Xp+ at
y = yo+ bt

Seja P = (xo, Y0, z0) um ponto da reta r e d = (a, b, ¢) um vetor
com a mesma direcdo de r.

X = Xg + at

rametrica simétrica
pa cas) , _ o+

Z =20 T




Equacao vetorial x Equacao cartesiana

Como vimos anteriormente, a equacao na forma simétrica da reta
que passa pelo ponto P = (xp. yo) € que tem a mesma dire¢do do
vetor d = (p, q) (com p # 0 e g # 0), possui o formato

X=X _ Y—¥

p q

Desenvolvendo essa equacao, temos que:

q(x — x0) = p(y — y0)
gx — qxo = py — PYo
gx —py —qxo+ pyo =0

Chamando a = q, b= —p e ¢ = —gxg + pyo, podemos dizer que:

ax+ by +c=0.

OBS: 1) O vetor u = (a, b) é perpendicular a reta, pois <u,d> = (q).(p) + (-p).(g) = 0.
2) Nao ha uma equacgao cartesiana definida para uma reta no espaco.




6% Questio.

Determine a equacio da reta que passa pelo ponto (1,2) e que seja paralela a direcdo do vetor v =(—1.1)

Solugdo. Escrevendo a equagao vetorial e determinando a Equagio cartesiana da reta, temos:

x=1-i=t=-1-=x

i) ri(x y}={1=2}+r_{—1=1}:>{
y=2+t=t=y-2|

i)l-x=y—-2=x+y—-3=0— Eg. cartesiana

72 Questdo.

Determine a equacao vetorial da reta que passa pelo ponto (1,— 1) e que & perpendicular areta2x +y = 1.
Solugdo. O vetor perpendicular a reta 2x + y =1 & (2, 1). Logo esse vetor & diretor da reta pedida.

Temos: [r:P=(1L-1)+1(2 1)|

8% Questio.
Determine a equacao vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela a reta dada:
a)(2,-5ex—y=1; b) (1,-2)e2x+y =3

Solugao. A reta paralela pedida possui como vetor diretor, o vetor perpendicular a reta dada. Temos:

Retadada:x—y=1-u, =(1.-1) ]
a) = Reta pedida-r- P=(2, - 5)+¢t(-1.—-1)|

u=(-1-1)

b) = Reta pedida :r- P=(1.-2) +(1. - 2)|

Retadada:2x+y=1—u, =(2.1)
u=(1—-2)




Equacoes do Plano

Seja P um ponto de 7 e 4 e vV dois vetores com direcGes distintas,
mas que sao paralelos a .

Seja P um ponto de 7 e i e vV dois vetores com diregcoes distintas,
mas que sao paralelos a 7.

PX = aii + bv.

P

o 2 o o > 3 - -
Temos entao que: PX =aii+bv = X —P=ali+bv = X =P+ ai+ bv
» Os vetores i e v sao chamados de vetores diretores do plano.

» Os escalares a e b sao chamados de parametros.




Exemplo 1: Seja o plano m que contém os pontos nao colineares
A=(1,2,3), B=(-1.0.3) e C= (2, 1. 2). Determine uma
equacao vetorial de 7.

— —)
Note que AB e AC serdo vetores diretores do plano 7.

Sabemos que:

AB—B=A={(-1,0,3)—[12/3)=(=2.—2 0).

AC = C-A=(2 1.9~ ([1,2:3)=(1 =1 1)

Desse modo, uma equacao vetorial de 7 sera dada por

X — AL aABLBAC — X =(1.2,3)4a(=2,~2 0)+H(1 —1,-1).




Como vimos anteriormente, a equac¢ao vetorial do plano tem o

formato
X =P+ au+ bv

Considerando que X = (x, y, z), P = (xo0, Y0. 20), U= (g, h, i) e
v =(J, 1, m), temos que

(x, y, z) = (x0, Yo, 20) + a(g. h, i)+ b(J, I, m)

X = Xo+ ag + bJ
yo + ah + bl

Zo + al + bm

Seja P = (xp, Yo. Zp) um pontode me 4 = (g. h. i) e
v = (J. I, m) dois vetores com direcoes distintas, mas que sdao
paralelos a 7. As equacoes paramétricas do plano 7 sao definidas

como
4 .
X = Xo+ ag + bj

y = yo + ah + bl

Z =29+ al + bm

\




Equacoes do Plano
Nocdo intuitiva
Para que um ponto X pertenca a m, note que devemos ter

7. PX =0.

Considerando que P = (xo, 0. 20), n = (a, b, ¢) e X = (x, y, 2),
temos que

a(x — x0) + b(y — yo0) +c(z—2) =0
Desenvolvendo a equag¢ao anterior, temos que
a(x —xg)+bly —yo)+c(z—2)=0
ax+ by +cz—axg—byg—czp =0

Definindo d = —axg — byy — czp, podemos escrever a equacao no
formato

ax+ by +cz+d=0.



Exemplo : Seja o plano ™ que contém os pontos ndo colineares
A=(3,4,-1),B=(1,3,-2)e C= (2,2, —1). Determine a
equacao geral de 7.

— —
Note que AB x AC sers um vetor normal do plano 7.

AB x AC !

Sabemos que:

AB =B — A= (1,3 -2)— (3 4 1) = (=2 ~1 —1).
AC=C— A=) 2= )—(3.4 =1} =(—1,~270);

o ik I
AB x AC = -2 -1 —-1|=-2i+j+3k=(-21,3).
-1 -2 0

Desse modo, usando o ponto A = (3, 4, —1) temos que a equagao
geral de 7 sera dada por

(-2):(x—3)+1:(y—4)+3:[z—(-1)] =0 = —2x+y+3z4+5=0
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9% Questio.

Seja ax + by +cz + d =0 a equacdo do plano que passa pelos pontos (4,-2,2)e(1,1,5)eé

perpendicular ao plano 3x -2y +5z-1=0.

Arazao dbeé

a) - 5/4.

b) 4/7.

c) 8.

d)- 1/2.

e) 2/5.

Solugio. O vetor normal ao plano 3x -2y + 5z -1=0¢é n = (3, — 2, 5). Esse vetor & perpendicular ac
vetor normal (a, b, ¢) do plano dado. Alem disso, os pontos dados satisfazem a equagao desse plano.
Representando as informagoes em um sistema, temos:

4a-2b+2c+d=0
iN{a+b+5c+d=10
3a-2b+5¢c=0

- L —41,

ii)—6b—18¢c—-3d =0= —ﬁb—lﬂ(%]

da-2b+2c+d=10
—6b—-18¢c-34d=0 —
2b-14c+3d4d=10

L, +3L,

—-3d=0=-600-184-30d=0= 48d=60b= — =——

4a-2b+2c+d=10
—6b—18¢c-3d=0
—-60c+6d=0=d=10c
d 60 3

5 438 4

.(a)



102 Questio.
Determine a equacdo do plano que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular & direcio do vetor n
dado:

(111 e i=(2.1.3)

Solugao. As coordenadas do vetor normal seriao os coeficientes da equagao. Temos:

f}H:{Ex_‘}I_jz_d=ﬂ:}2_(1:}—{:1:}—3-(1:}—d={}::ard:—ﬁ
(Ll.l)em -

ii) Equacdo: 2x+v+3z—-6=10

112 Questdo.
Determine a equacdo vetonal da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular ao plano dado:

(01, -1T)ex+2y—-z=23

Solugio. Os coeficientes da equagdo do plano serdo as coordenadas do vetor diretor da reta. Temos:

#-P=(0.L-D+£(L2. -D]

122 Questio.
Obtenha a equacdo geral do plano 1 que passa pelo ponto A = (1,1,0), B =(1-1, 1) e & paralelo ao vetor
v=(2,1.0)

Solugdo. O vetor normal sera o produto vetorial entre os vetores AB e v . coeficientes da equagdo do
plano serido as coordenadas do vetor diretor da reta. Temos:

. i i Kk
i}{‘{g:B_‘{:(m_l_l):}fi:;ﬂ}-xﬁ:D -2 —1l=@L-2.9

v=(2. 10

TELL 21 0 S T:x—2y+4z+1=07

=2D-2.0D+4.(0)+d=0=4d =1
Aex

B {;?r:x—l}'+4z+d= 0
i)




