TRIGONOMETRIA

EQUACOES, INEQUACOES, ADICAO DE
ARCOS E ARCO DUPLO

PROFESSOR MARCOS JOSE



Equacbes Trigonomeétricas

1° caso:sena =sen 3

a=p+360°k,keZoua=+2.k.n k€’
a=(180°-pB)+360°k,keZoua=m—L)+2.k.n,k € Z

sena = senfl — {



2° caso: cos o =cos f3

@
o

cOS
\

NI

a=p+360°.kkkeZoua=p+2.k.nt,k€Z

cosa = cosp _’{a = (360°—B) +360°k,k € Zoua=Q2rn—-p)+2.k.m,k€Z



3°caso:tga =tg 3
g

toq = taB — a=pp+360kkeZoua=0p+2.k.nm,ke”Z
B =98 = 14 = (180° + B) + 360° k, k € Zoua = (u+ B) + 2.k k € Z

OBS:a=p+180°k,keZoua=F+k.n,k € Z



Exercicios

1) Resolva as equacdes abaixo:

a) senx = >

senx = sen30° - senx > 0 - x € 1° quadrante ou x € 2° quadrante

x=30°+360°.k, ke Z
x = (180°—30°) - x =150°+ 360°.k, k€ Z

Geralmente,aresolucio de equacoes tem a resposta em radianos.

.

T
x=g+2.k.ﬂ',kez

x=(n—%)—>x=%r+2.k.n,kez

\



3
b) cosx = —\/7_

cosx < 0 - x € 2° quadrante ou x € 3° quadrante

V3

temos que,no primeiro quadrante, cos30° = >

x = (180°—30°) » x =150°+ 360°.k, k€ Z
x = (180°+30°) » x = 210°+ 360°.k, k€ Z

( T 5
x=(n—g)—>x=?+2.k.n,kez

1t+E —>x=7—n+2.k.1t,kEZ
( 6 6

X

.



c) tgx = —V/3

tgx < 0 - x € 2° quadrante ou x € 4° quadrante
temos que,no primeiro quadrante,tg 60° = V3

x = (180° - 60°) - x =120°+ 360°.k, k€ Z
x =(360°—-60°) > x=300°+360°.k,kecZ

x=(n—§)—>x=%t+2.k.n,kez
4

x=(2n—§)—>x=5?n+2.k.n,kez
\

21T
No caso da tangente - x = 120° + 180°. k ou x = 3 +kmnmkeZ



V2

d) senx = —7,com 0° < x < 360°

senx < 0 - x € 3° quadrante ou x € 4° quadrante

V2

temos que,no primeiro quadrante, sen45° = >

x = (180° 4+ 45°) » x = 225°+ 360°.k, k€ Z
x = (360° —45°) > x =315°+360°.k, ke Z

como 0° < x<360°->x=225°0oux = 315°

S ={225°315°}



e) sen’x + 2.senx —3 =0

senx =1t
—2+.(2)2-4.1.(-3 —2++/16 —2+4
t?+2t—3=0-1t= _\/() ( )—>t= — St = —
2.1 2 2
ft_—2+4_
$E,
=2 3
2: —_— —
\ 2

( T
<senx= 1—>x=90°+36O°.k,kEZoux=E+2.k.1t,kEZ

\ senx = —3 - nao existe,pois — 1 <senx <1

T

S:{x=2

+2. k., k€Z}



f)secx + 2.cosx =0

1 2 2 2 1
+2.cosx=0-1+4+2.cos*°x=0- 2.cos“°x =—1 - cos“x = ——
COSX 2

S = @,pois nao existe numero real que, ao quadrado, seja negativo



2) Resolva as inequac6bes abaixo.

a)2.senx —1 > 0,com0° < x < 360°

1

2.senx—1>0-2.senx>1 —>senx>§

1
senx=5—>x= 30° ou x = 150°

S={x€R;30°<x<150°




b) 2.cosx —1 < 0,com0° < x < 360°

1
2.cosx —1<0-2.cosx< 1—>cosx<§

S={x€R;60°<x<300°



c)V2.cosx +1<0,com0<x<2m

1 V2

V2.cosx+1<0->V2.cosx<—-1- cosx < —— > cosx < ——
V2 2

4 T

N\

V2

= = 135° = = 225° =
— —— — ﬁ — — —  —
COSX X oux

4=~|?,”

G ER'3n< <51‘l’
B R



d) 2.cosx +V3 <0,com0 <x < 2m

2.cosx+V3<0-2.cosx<—V3 - cosx < —

V3

V3

2

= = 150° = — = 210° = —
COSX 2—>x 6 oux 0

|
I
|
|
|
|
|
|
I
+



e) 3.tgx + V3 < 0,com 0° < x < 360°

3.tgx+\/§<0—>3.tgx<—\/§—>tgx<—?
3
tgx = —?—>x= 150° ou x = 330°

S={x€R;90° < x <150°0u 270° < x < 330°}

vk



ADICAO E SUBTRACAO DE ARCOS

1 2.
senf(a + b) = sen a.cos b + sen b.cos a cos(a + b) = cos a.cos b -sen a.sen b
sen(a-b) = sen a.cos b -sen b.cos a cos(a-b) = cos a.cos b + sen a.senb
Va, beR Ya. be R
3 tga+tgh
tgi"a + b) =
1-tga.tgh
tga-tghb
tgi"a -b) =
1+tga.tgh

(supondo que a, b, a + b & a - b sejam, todos,

JL
diferentes de ? + nx, com n € £)



ARCO DUPLO

sen (2a)=2.sen a. cos a

2 2

cos (2a) = cos<a - sen“a

2.1g a

tg (2a) =
1 - tg?a




Exercicios
1) Calcule:

a) sen 15°

sen 15° = sen (45° — 30°) -» sen15° = sen45°.cos30° — sen30°. cos45°

Jeo V2 V3 142 - V6 /2 - V6 —+/2
= ————— = - - =
sen 2 2 2" 9 séen 4 4 séen 4
b) tg105°
tg60° + tg45° V3 +1
tg105° = tg(60° + 45°) - tg105° = tg105° =
g 9(60° +459) ~ tg 1—tg60°tgas® 9 1—v3.1
(o105 V3+1 1++3 1050 V3+3+1++3 1050 4 + 23
= X - = - =
g 1-v3 1+v3 7 12 — (V3)" J 1-3
4+ 23

tg105° = > - tg105° = —2 —+/3



c) cos75°

cos75° = cos(45° + 30°) — cos75° = cos45°.cos30° — sen45°. sen30°

VZ V3 V21 V6 2 VB2

cos75=2.2—2.E—>cos75=4—4—>cos75= 2

d) sen75°

sen75° = sen(45° + 30°) - sen75° = sen45°.cos30° + sen30°. cos45°

V23 142 V6 2 V6 +2

sen75 =7.7 E 7 — sen75° = n —+ 2 — sen75° = 2




2) Se tga = g etgP = 7,com a e f agudos, calculara + S .

4 25
to(at ) =90t B g =3 L igat p) = —3.
= - = — —
gla+p 1—tgatgp 9@ p A gla+p 28
3 3
25
T a+ B = 135°
tg(a-l_ﬁ):—zs_)tg(a-l_ﬂ):_l_) a+ﬁ=315°
-2

Como a e B sao agudos,entiaoa + ff# = 135°



. cos(§+x) ] _
3) A expressao #—— € equivalente a

sen(E—x)
a) tgx b) cotgx C) —tgx d) -cotgx
T B T T T _ o | T B
cos (E + x) = COSE' COSX — senE .senx - cos (E + x) = 0.cosx — 1.senx — cos (E + x) = —senx
T B T T T 4 0 T B
sen (E — x) = senE. COSX — senx. COSE — sen (E — x) = 1.cosx — senx.0 - sen (E — x) = COSX
cos (7 + x) —Senx

GABARITO:C



4) Sendo sena = % e cosa = g, obter sen(2a),cos(2a) etg(2a).

2 5 4.5
sen(2a) = 2.sena.cosa - sen(2a) = 2. 33 sen(2a) = 9
2
(2a) = cosa sena - cos(za) = (1) —(2) = cos(za) = 5~ % - cosza)
= — - = | — — | — —_——_—— = —
cos(2a) = cos“a — sen“a - cos(2a 3 3] —cos 2a g g cos2a) =g
2
; sena ; 3 o 2 3 oo — 2 \/— o — 2+/5
— - - - — — - - = —
g cosa g V5 9 3 /5 9 \/_ V5 9 5
3
2.(2+/5) 4+/5 4+/5
2tga 5 5 5 4V5
tg(2a) = {—ta? - tg(2a) = > = tg(2a) = 50 tg2a) == tg2a) = =
—lga 2+/5 1-5¢ =
1-(5) 25 >



T
5)Sendo 0 < x < - esenx =z, calcule sen (2x) e cos(2x).

T
0 <x<—=-1%quadrante

2
32=124+y259=1+y25y2 =8>y =22
1 3 2+/2
COS.X':T
X
(2x) = 2 (22) 212.\/2 4+/2
= 2. : - =2.=. =
y sen\ax Senx.cosx sen4ax 3 3 9

O 3

2
. , 22 1\
cos(2x) = cos“x — sen“x - cos(2x) = =) ~\3] ™ cos(2x) =

O |
I
O =



3 5

6) Sendo sena = T cosb = 3’ a e b pertencentes ao primeiro quadrante, calcule:
a) sen(a + b); b) cos(a — b) ; ¢) sen(2a); d) cos(2b) ; e) tg(2a) (
sena —
52=3%2+x2>525=9+x*>x*=16->x=4
5 { cosa =
3
d tga =
X \
132 =52 +9y* 5169 =25+y* > y* =144 >y = 12
13 ( 12
y senb = 3
b { cosb = >
- 13
12
5 tgb — ?

B W s w



(3 (orpy — 12
sena = senb =
! cosa=2 ! cosb ==
cosa = ¢ cosb =
; 3 tab 12
a —_ — [ —
g 4 \ g =
(a+b) - b (a+b) 3 5+124 (@a+b) = 15 48 63
a) sen(a sena.cosb + senb.cosa — sen(a =13 T 135~ Sen(a ec 65 = of
b ( b) bt b ( b) 4 5+3 12 ( b) = 20 36 56
— — ] ] - — _— —_— — —_ — — =
) cos(a cosa.cosb + sena.sen cos(a =13 7513~ ¢os(a ec 65 = eE
24
c) sen(2a) = 2.sena.cosa — sen(2a) = Z'E'E - sen(2a) = T
2 2
5 12 144 119
_ 2p 2 _(2) _(Z= _ _ e
d) cos(2b) = cos“b — sen“b — cos(2b) (13) <13> — cos(2b) 165~ 169 — cos(2b) = 169
z.3 5 5 6 16 24
_ _ 4 _ 4 _ 4 _ - _
e)tg(2a) = 1—tg%a - tg(2a) = . - tg(2a) = ) ~ 9 - tg(2a) __l - tg(2a) = 17 =7
1- (Z) 16 16



7) (MODELO ENEM) — Em uma regiao plana de um parque estadual, um guarda florestal trabalha no
alto de uma torre cilindrica de madeira de 10 m de altura. Em um dado momento, o guarda, em pé no
centro de seu posto de observacao, vé um foco de incéndio préximo a torre, no plano do chéo, sob um
angulo de 15° em relacao a horizontal. Sabe-se que a altura do guarda € 1,70 metros.

Calcular, aproximadamente, a distancia do foco ao centro da
base da torre, em metros.

I
A
Obs. Use V3 = 1,7 antes de racionalizar
a)3l Db)33 ¢)35 d)41 e)45 [

1?0.-;1[_} 15° f
: nr:i
foqee 10 + 1,70 a(60° — 45°) 11,70  tg60° —tg45° 11,70
— e — = - —
tom g d 8 d 1+tg60°tgd5°  d
3 LTAS;
: - ;
v3—-1 11,70 1,7-1 11,70 0,7 11,70 0 7d — 31 50 o d 31,59 PR
= — = - = - = - — - o
1+v3.1 d 1+1,7 d 2,7 d ’ ' 0,7 pem

GABARITO:E



8) Calcular tg (2x) sabendo que tg x = 3.

2.tgx 2.3 6 6
tg(2x) = 1 tgx - tg(2x) = 3 - tg(2x) = 5" tg(2x) = —8= "1

1
9) Sabendo que sena + cosa = > encontre sen(2a).

2
1
(sena + cosa)? = (E) — sen’a + 2.sena.cosa + cos*a = 3 -1+ sen(2a) = 2

1
sen(2a) = 1 1 - sen(2a) = ~2



10) (MODELO ENEM) — Na figura abaixo, o segmento BC representa uma torre metalica vertical com 10

metros de altura, sobre a qual esta fixada uma antena transmissora de sinais de uma estacao de radio
FM, também vertical, com x metros de comprimento.

i
e
-

A

A retar € uma das retas do plano do chao, que passa pela base B da torre. Sabe-se que o angulo

CAD, no qual A é um ponto de r, distante 30 m de B, tem medida a. Qual serd o tamanho da antena
CD, se o0 angulo CAB também tiver a medida a?

a) 20 m. b) 18 m. c) 17,5 m. d) 14 m. e) 12,5 m.



10 1
' N tga = —— > tga =

¥|* | =
A
EH A0 m ;*

1
2tga - tg(2a) = 2.5 - tg(2a) = 3 - tg(2a) =
1-tg’a 1 1)° 1 — 1

-(3) 5

tg(2a) =

QO
|
> W

2
- tg(2a) = 3

O| o|wi N

3—10 40+ 4x =90 - 4x =50 —50 =12,5
— = — = — = S X=— > X =
30 X X X X , 0 M

GABARITO:E



1 1

11) Sabendo que senx = 3 cosy = 7 X € 2° quadrante e y € 4° quadrante, determine:

a) sen(x + y); b) cos(x — y); c) sen(2x); d) tg(2x)

32=124+ag259=14+a’2>a’2=8-a=V8->a=2V2

1 3 ( 1
senx—§
X o 2V2
3 < cosx——T
. 1 /2 V2
X =— X—=——
\g 2v2 2 4
b 4 42=124+p2516=1+b2>b2=15>b =15 (

cosy =

1 seny = —




( 1 ( 1
senx—§ < cosy—Z
3 COSX = 2v2 _ V15
- 3 \seny =——
. 1 2 V2
X = — X - —
\g 22 /2 4
11 V15 22
a) sen(x+y):senx.cosy+seny.cosx—>sen(x+y):§_Z+ - \—3
(x4 ) = 1 +2\/30_1+2\/30
SEMXTY) T2 T 12 T T 12
2vV2 1 1 [/ V15
b) cos(x —y) = cosx.cosy + senx.seny — cos(x —y) = -2 _|_§ 0

2V2 V15 ( ) —2v2 —+/15
— - — -
12 17 cos(x—y T

cos(x —y) = —



NS

( 1 ( 1
senx = 3 < cosy =~
_ 22 L
cosx = —— \seny =——
. 1 V2 V2
X = — X - —
7 2vV2 V2 4
1/ 2V2 42
c) sen(2x) = 2.senx.cosx = sen(2x) = 2.5. ——— | - sen(2x) = e
2t 2 ( V2 V2 _
X A== Ve
d)tg(2x) = 1 7 >— > tg(2x) = 4 5 > tg(2x) = 22 > tg(2x) = —4
mtgx V2 1-(Z) |
1- — 16
2
‘g V2 8 42
tg(2x) = 7 - tg(2x) = T 7 - tg(2x) = N

8

Q| b=



12) Sabendo que sen53° = 0,8, calcule o valor aproximado de sen23°.

a)0,2.v2—1  b)04.v3-03 ¢)05+v2-02 d)06./3-0,3

sen23° = sen(53° — 30°) - sen23° = sen53°.c0s30° — sen30°.cos53°

sen®53° + c0s*53° =1 - (0,8)% + c0s?*53°=1 - 0,64 + cos*53° = 1 - cos*53° = 0,36

cos53°=,/0,36 - cos53°=0,6

V3

1
sen23° = 0,8.7—2.0,6 - sen23°=0,4./3-0,3

GABARITO: B
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