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POLINÔMIOS E EQUAÇÕES
Uma função polinomial ou simplesmente polinômio, é toda função definida pela relação: 

P(x) = anxn + an-1.xn-1 + an-2.xn-2 + ... + a2x2 + a1x + a0, onde an, an-1, an-2, ..., a2, a1, a0 são números complexos chamados coeficientes, n ( IN e x ( C (complexos) é a variável.
[image: image1.jpg]


GRAU DE UM POLINÓMIO: Grau de um polinômio é o expoente máximo que ele possui. Se o coeficiente an ≠ 0, então o expoente máximo n é dito grau do polinômio e indicamos gr(P) = n. 
Exemplos:
a)     P(x) = 5 ou P(x) = 5.x0 é um polinômio constante, ou seja, gr(P) = 0.
b)    P(x) = 3x+5 é um polinômio do 1º grau, isto é, gr(P) = 1.
c)     P(x) = 4x5 + 7x4 é um polinômio do 5º grau, ou seja, gr(P) = 5.
 
Observação: Se P(x) = 0, não se define o grau do polinômio.
 
Valor numérico: O valor numérico de um polinômio P(x) para x = a, é o número que se obtém substituindo x por a e efetuando todas as operações indicadas pela relação que define o polinômio. 

Exemplo: Se P(x) = x3 + 2x2 + x – 4, o valor numérico de P(x), para x = 2, é:

P(x) = x3 + 2x2 + x – 4 => P(2) = 23 + 2.22 + 2 – 4 => P(2) = 14
Observação: Se P(a) = 0, o número a chamado raiz ou zero de P(x).
Exemplo: No polinômio P(x) = x2 – 3x + 2 temos P(1) = 0; logo, 1 é raiz ou zero desse polinômio.
 
Polinômios iguais: Dizemos que dois polinômios A(x) e B(x) são iguais ou idênticos, A(x) = B(x), quando assumem valores numéricos iguais para qualquer valor comum atribuído à variável x. A condição para que dois polinômios sejam iguais ou idênticos é que os coeficientes dos termos correspondentes sejam iguais.
Exemplo: Calcular a, b e c, sabendo-se que x2 – 2x + 1 = a.(x2 + x + 1) + (bx + c)(x + 1).
Resolução: Eliminando os parênteses e somando os termos semelhantes do segundo membro temos:
x2 – 2x+1 = ax2 + ax + a + bx2 + bx + cx + c => 1x2 – 2x+1 = (a + b)x2 + (a + b + c)x + (a + c).
Agora igualamos os coeficientes correspondentes: [image: image4.png]«




. Resposta: a = 4, b = – 3 e c = – 3.
Observação: um polinômio é dito identicamente nulo se tem todos os seus coeficientes nulos.
Adição, subtração e multiplicação de polinômios: segue a regra da redução de termos semelhantes e a propriedade da distributividade.
Divisão de polinômios: Sejam dois polinômios P(x) e D(x), com D(x) não nulo.
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Efetuar a divisão de P(x) por D(x) é determinar dois polinômios Q(x) e R(x), que satisfaçam as duas condições abaixo:
1ª) Q(x).D(x) + R(x) = P(x)                       2ª) gr(R) < gr(D) ou R(x)=0

Nessa divisão: P(x) é o dividendo; D(x) é o divisor; Q(x) é o quociente; R(x) é o resto da divisão.

Observação: Quando temos R(x) = 0 dizemos que a divisão é exata, ou seja, P(x) é divisível por D(x) ou D(x) é divisor de P(x).
 I) método da chave:

1) Ordenar os polinômios D(x) e d(x), segundo potências decrescentes de x.

2) Dividir o primeiro termo de D(x) pelo primeiro termo de d(x), para obter o primeiro termo de Q(x).

[image: image5.png]


  Multiplicar o primeiro termo de Q(x) obtido por d(x) e subtrair o resultado desta operação de D(x).

3) Repetir o segundo passo até que o grau do resto seja menor que o grau de d(x).

Exemplo: Efetuar pelo Método da Chave a divisão de (x4 – x3 + 2x – 1) por (x2 + x + 1)
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Portanto: Q(x) = x2 – 2x + 1 e R(x) = 3x – 2.
II) Teorema do Resto: O resto da divisão de um polinômio P(x) pelo binômio ( x – a ) é igual a P(a) .

Demonstração: O quociente da divisão de P(x) por ( x -a ) é um polinômio Q(x) de grau inferior de uma unidade ao do polinômio P(x) e o resto R(x) é um número constante R , assim podemos escrever:

P(x) = (x – a).Q(x) + R. Para x = a temos: P(a) = (a – a ).Q(a) + R. Logo, P(a) = R.
Consequência: Se é uma raiz do polinômio P(x), isto é, se P(a) = 0, P(x) é divisível por (x – a) e pode ser posto sob a forma de produto: P(x) = (x – a).Q(x)
Exemplo: O polinômio P(x) = x3 – 6x2 + 11x – 6 anula-se para x = 1 , ou seja , P(1) = 0 , logo , o polinômio 
P(x) é divisível por (x – 1). Assim: P(x) = x3 – 6x2 + 11x – 6 = (x – 1).(x2 – 5x + 6)
III) Algoritmo de BRIOT-RUFFINI
Sejam 
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o quociente da divisão de P(x) por (x – c), cujo resto denominaremos r.

Aplicando a relação fundamental da divisão, temos: 
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Logo, 
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Pelo princípio da identidade de polinômios, efetuando-se o produto e igualando-se membro a membro os coeficientes com a mesma potência, obtemos o algoritmo de BRIOT-RUFFINI.
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O esquema mostrado é mais prático, pois dispõe os coeficientes de forma a economizar tempo com operações.
 

Exemplo: Dividir 
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Solução. A raiz do divisor 
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Observação 1: Há casos em que é possível aplicar o dispositivo duas vezes. 
Se P(x) é divisível por (x – c) e o quociente Q(x) da divisão de P(x) por (x – c) também é divisível por (x – c), então, P(x) é divisível por (x – c)2.

P(x) = (x – c).Q(x) e Q(x) = (x – c).Q1(x). Logo, P(x) = (x – c).(x - c).Q1(x)  = (x – c)2. Q1(x).
Neste caso, aplica-se o algoritmo de BRIOT-RUFFINI duas vezes.

Exemplo: Mostre que 
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Observação 2: Se P(x) é divisível por (x – a) e (x – b) separadamente, P(x) é divisível por (x – a).(x – b).

Demonstração. P(x) = (x – a).(x – b).q(x) + r(x). Repare que r(x) = mx + n (grau menor que o do divisor).

i) P(x) é divisível por (x – a). Logo P(a) = 0

ii) P(x) é divisível por (x – b). Logo, P(b) = 0

Logo, 
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OBS 2-1: Se a = b, a propriedade não vale. P(x) = x2 – 4x + 3 é divisível por (x – 1), mas não por (x – 1)2.

Exemplo: Determinar o quociente de P(x) = x4 + x3 – 7x2 + 9x – 1 por D(x) = x2 + 3x –2.

Resolução: Aplicando o método da chave, temos:
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OBS: Se o polinômio estiver incompleto, coloca-se zero no coeficiente do termo faltoso.
EQUAÇÕES ALGÉBRICAS - RESUMO
Denominamos equações polinomiais ou algébricas, às equações da forma: P(x) = 0, onde P(x) é um polinômio de grau n > 0.

Teorema Fundamental da Álgebra: Toda a equação algébrica P(x) = 0 de grau n > 0, admite pelo menos uma raiz real ou complexa.

OBS: Equações de 5º grau ou maiores não possuem fórmulas para a sua solução direta.

Teorema da Decomposição: Todo o polinômio de grau n tem exatamente n raízes reais e complexas.
Demonstração: Pelo teorema fundamental, P(x) tem pelo menos uma raiz. Seja ela r1. 
Logo, P(x) = (x – r1).Q(x)

Repare que Q(x) é um novo polinômio de grau (n – 1), que possui, também, pelo menos uma raiz. Seja ela r2. 
Logo, Q(x) = (x - r2).Q1(x). Fazendo o mesmo procedimento com q1(x) e continuando até a n-ésima expressão temos: Qn-1(x) = (x - rn).Qn(x).
Em Qn o grau do polinômio será zero e Qn será igual a uma constante que chamamos de an. 
Substituindo todas as equações obtidas na decomposição de P(x), teremos: P(x) = an.(x-r1).(x-r2). ... (x-rn)
Exemplo: Compor o polinômio, sabendo que suas raízes são 1, 2 e 4.
Solução: Como existem 3 raízes, n = 3, então o polinômio é da forma: P(x) = an.(x – r1).(x – r2).(x – r3).

Fazendo an = 1, temos que: P(x) = 1.(x – 1).(x – 2).(x – 4). Logo, P(x) = x3 – 7x2 + 14x – 8.
Multiplicidade de uma raiz: Quando decompomos P(x) uma mesma raiz ocorrer mais de uma vez sendo denominada de raiz múltipla de P(x).

Exemplo: Se P(x) = (x – 1)2.(x – 3) dizemos, nesse caso, que das 3 raízes de P(x), 1 tem multiplicidade 2 enquanto que 3 é uma raiz simples.

Resultado importante: Seja P(x) um polinômio no qual x = k é uma raiz múltipla de multiplicidade n.

- Se n é par, então x = k é um ponto de máximo ou mínimo local. (Observe x = – 2, x = 0 e x = 2, as raízes no gráfico da esquerda e x = 2, no gráfico da direita;

- Se n é ímpar x = k será um ponto onde o gráfico muda de concavidade.
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Os gráficos gerados no site www.wolframalpha.com mostram equações com mesmas raízes e multiplicidades diferentes.
Teorema das raízes complexas: Se uma equação P(x) = 0, de coeficientes reais, apresentar uma raiz complexa (a + bi), podemos afirmar que o seu conjugado (a – bi) também será raiz de P(x), e com a mesma multiplicidade.
Demonstração: Seja z = a + bi raiz de P(x) então, P(z) = 0. P(Z) = 
[image: image22.wmf]0

1

1

1

...

a

z

a

z

a

z

a

n

n

n

n

+

+

+

+

-

-


Lembrando as propriedades dos números complexos: 
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Assim: 
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Utilizando-se as propriedades e sabendo-se que o conjugado de um número real é igual a ele mesmo, então: 
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Consequência: Um polinômio de grau ímpar com coeficientes reais, sempre terá pelo menos uma raiz real.

Justificativa: Considerando a decomposição P(x) = an.(x – r1).(x – r2).(x – r3), temos:
i) Se em an > 0 e 
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ii) Se em an < 0 e 
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 (valores de P(x) muito grandes negativos).

Como a função P(x) é contínua para ela vir de um valor negativo para um positivo tem que passar por zero.

Exemplo:  Calcular as raízes da equação: x4 – x3 – 5x2 + 7x + 10 = 0, sabendo que (2 + i) é uma das raízes.

Solução. Se (2+ i) é uma das raízes, o seu conjugado (2- i) também é raiz da equação. 

Usando o fato que P(x) = (x – r1).(x – r2).Q(x) = 0, temos que:
P(x) = [x – (2 + i)].[x – (2 – i)].Q(x) = 0 => P(x) = [(x – 2) + i]. [(x – 2) – i].Q(x) = 0 =>
=> P(x) = [(x-2)2 – i2].Q(x) = 0 => P(x) = [(x2 – 4x + 4) – (–1)].Q(x) = 0 => P(x) = (x2 – 4x + 5).Q(x) = 0
Como o polinômio dado é de grau n = 4 e P(x) é divisível por x2 - 4x + 5 restam duas raízes a se descobrir. 

Resolvendo x2 – 4x + 5 = 0 duas raízes: x = – 2 e x = – 1. As raízes são S = {– 2, – 1, 2 + i, 2 – i}.
Soma dos coeficientes de um polinômio: Para calcular a soma S dos coeficientes de um polinômio P(x), basta calcular o valor numérico do polinômio para x = 1, ou seja, calcular P(1). 

Exemplos.

a) P(x) = 2x4 + 3x2 - 7x + 10. Calculando, S = P(1) = 2 + 3 - 7 + 10 = 8.

b) Qual a soma dos coeficientes do polinômio T(x) = (5x + 1)4? S = T(1) = (5.1 + 1)4 = 64 = 6.6.6.6 = 1296.

Consequência: Se a soma dos coeficientes de uma equação algébrica P(x) = 0 for nula, então a unidade é raiz da equação (1 é raiz).

Exemplo: O valor x = 1 é raiz de 40x5 -10x3 + 10x - 40 = 0, pois a soma dos coeficientes é igual a zero.

Raízes Racionais: Um método que permite pesquisar possíveis raízes racionais consiste em investigar se 
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 com p e q inteiros e primos entre si, é raiz de P(x) com coeficientes inteiros sendo
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Se 
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 for raiz de P(x) então, 
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. Multiplicando ambos os membros por 
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Assim podemos escrever as duas expressões que seguem:

1) 
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2) 
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Logo: 
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. Como p e q são primos entre si, então: q é divisor de an e p é divisor de a0.
OBS: O resultado não garante a existência de raízes racionais de uma equação de coeficientes inteiros. Apenas, em caso de existência, são mostradas as possibilidades para as raízes. É somente um método. Nem sempre o mais prático. 

Exemplo: Encontre as raízes de 
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Solução. Se p é divisor de a0 = 10, então 
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. Se q é divisor de a3 = 3, então 
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. É natural começar a testar  pelas menores. Para a raiz x = 2, temos:
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Logo, x = 2 é uma das raízes.

Encontrando as raízes de Q(x), temos:

3x2 – 14x – 5 = 0 => x = 5 e x = 
[image: image66.wmf]3
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. Observe o gráfico com as soluções.

Relações entre coeficientes e raízes (Relações de Girard)
As relações entre os coeficientes reais ou complexos de uma equação polinomial e suas raízes são muito usadas quando, embora não se conheça nenhuma raiz da equação, são dadas algumas informações sobre as mesmas: uma raiz é o oposto da outra; uma raiz é o inverso da outra, etc.

Exemplo. Encontrar a soma das raízes da equação 6x3 – 44x2 +103x – 77 = 0.

Solução. A equação não possui algumas das características que permitem uma fatoração simples. A soma dos coeficientes não é zero, o polinômio não é um cubo perfeito. No teste das raízes racionais, as possibilidades seriam enormes, pois os divisores de 6 e 77 são: 
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Possíveis, raízes: 
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Testando cada raiz, encontramos 
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. Aplicando Briot-Ruffini e solucionando a equação do quociente de 2º grau encontramos os valores: 
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A soma das raízes seria o valor: 
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Todo este trabalho para encontrar a soma das raízes. As relações entre os coeficientes e raízes são conhecidas como Relações de Girard e simplificam muito tarefas como a pedida no exemplo. Vamos analisar os casos das equações de 2º, 3º e 4º graus e buscar uma generalização para graus superiores.

i) Equações do 2º grau: Considere a equação 
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 e raízes x1 e x2. Pelo teorema da composição, 
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. Dividindo ambos os membros por a (
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), desenvolvendo o produto do 2º membro e observando a identidade dos polinômios (igualando coeficientes de mesmo grau), temos:
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Exemplo: Encontre a soma e o produto das raízes da equação 3x2 – 3x + 4 = 0.

Solução. De acordo com as Relações estabelecidas, temos: 
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OBS: Caso fossem calculas as raízes encontradas seriam: 
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ii) Equações do 3º grau: Considere a equação 
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. Com o mesmo procedimento anterior desenvolvendo separadamente o 2º membro, temos:
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Comparando com a equação do 1º membro, igualando os coeficientes, vem:
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OBS: SP(2) representa a soma dos produtos das raízes duas  a duas. Voltando ao exemplo do início do texto, vamos resolvê-lo sem calcular as raízes:

Exemplo. Encontrar a soma das raízes da equação 6x3 – 44x2 +103x – 77 = 0.
Solução. De acordo com as Relações estabelecidas, temos: 
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iii) Equações do 4º grau: Considere a equação 
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 e raízes x1, x2, x3 e x4. Fazendo uma analogia com o encontrado na equação do 3º grau, temos: 
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OBS: SP(3) representa a soma dos produtos das raízes três  a três. Repare que há uma alternância entre os sinais das relações. A soma é sempre negativa. Mas a partir das somas de produtos parciais, os sinais ficam ora positivos, ora negativos. Essa recorrência permite escrever as relações de Girard para qualquer grau. Se o grau é par, o produto das raízes sempre é positivo.

Vamos a generalização para a equação de grau n.
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iv) Equações de grau n: Se a equação é da forma 
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 e suas raízes são x1, x2, x3,..., xn através dos procedimentos anteriores, vem:

� EMBED Equation.3  ���









[image: image104.jpg](c+2P 2 (x-2 =0 Solutions
X -8xt+16x7 =0




[image: image105.jpg](2 x(x-2? =0 Solutions:
xt-2x—4x?+8x

2




[image: image106.png]3x*-20x* +23x+10=0

Solutions:




_1345534963.unknown

_1345538184.unknown

_1345539466.unknown

_1345539636.unknown

_1345649810.unknown

_1345653747.unknown

_1474811984.unknown

_1474812028.unknown

_1345654054.unknown

_1345655248.unknown

_1409042544.unknown

_1474811977.unknown

_1345655589.unknown

_1345654400.unknown

_1345653816.unknown

_1345651301.unknown

_1345652550.unknown

_1345653433.unknown

_1345652004.unknown

_1345652140.unknown

_1345651836.unknown

_1345650328.unknown

_1345650165.unknown

_1345650264.unknown

_1345650140.unknown

_1345648739.unknown

_1345649080.unknown

_1345649107.unknown

_1345649516.unknown

_1345648850.unknown

_1345540115.unknown

_1345539551.unknown

_1345539595.unknown

_1345539609.unknown

_1345539581.unknown

_1345539480.unknown

_1345538889.unknown

_1345539358.unknown

_1345539381.unknown

_1345539397.unknown

_1345539322.unknown

_1345539184.unknown

_1345538754.unknown

_1345538816.unknown

_1345538223.unknown

_1345537623.unknown

_1345537731.unknown

_1345537986.unknown

_1345537675.unknown

_1345535235.unknown

_1345537541.unknown

_1345537412.unknown

_1345535112.unknown

_1345535234.unknown

_1344506065.unknown

_1345533042.unknown

_1345534866.unknown

_1345534889.unknown

_1345533210.unknown

_1345533280.unknown

_1345533304.unknown

_1345533124.unknown

_1344506758.unknown

_1345532947.unknown

_1344506097.unknown

_1344505103.unknown

_1344505473.unknown

_1344505530.unknown

_1344505288.unknown

_1344504058.unknown

_1344505028.unknown

_1344504048.unknown

