Aprofundamento (Emanuel Jaconiano)

AULA 17 (CONE)
1. (Ita 2014)Três circunferências C1, C2 e C3 são tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios r1, r2 e r3 destas circunferências constituem, nesta ordem, uma progressão geométrica de razão 
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 A soma dos comprimentos de C1, C2 e C3 é igual a  Determine:

a) a área do triângulo cujos vértices são os centros de C1, C2 e C3.

b) o volume do sólido de revolução obtido pela rotação do triângulo em torno da reta que contém o maior lado. 
2. (Fgv 2014)  Um sorvete de casquinha consiste de uma esfera (sorvete congelado) de raio 3 cm e um cone circular reto (casquinha), também com 3 cm de raio. Se o sorvete derreter, ele encherá a casquinha completa e exatamente. Suponha que o sorvete derretido ocupe 80% do volume que ele ocupa quando está congelado. 


Calcule a altura da casquinha.  
3. (Uel 2013)  Considere uma lata, com o formato de um cilindro reto de altura h cme raio r cm (Figura 1), completamente cheia de doce de leite. Parte do doce dessa lata foi transferido para dois recipientes (Figura 2), iguais entre si e em forma de cone, que têm a mesma altura da lata e o raio da base igual à metade do raio da base da lata. Considere também que os dois recipientes ficaram completamente cheios de doce de leite.

[image: image3.wmf]
Desprezando a espessura do material de que são feitos os recipientes e a lata, determine quantos outros recipientes, também em forma de cone, mas com a altura igual à metade da altura da lata e de mesmo raio da lata (Figura 3), podem ser totalmente preenchidos com o doce de leite que restou na lata.

[image: image4.wmf]
Observação: Na lata e nos recipientes completamente cheios de doce de leite, o doce não excede a altura de cada um deles e, na transferência do doce de leite da lata para os recipientes, não há perda de doce.  
4. (Pucrj 2013)De um disco circular, de raio medindo 6 e centro C, cortamos um setor cujo arco mede 13. Usando o pedaço maior, fazemos um cone reto juntando os lados CA e CB, como nas figuras abaixo.
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Não use aproximações para 
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 e determine:

a) o perímetro da base do cone;

b) o raio da base do cone;

c) o volume do cone.
5. (Ufmg 2013)  Um cone circular reto de raio 
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 e altura 
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 é iluminado pelo sol a um ângulo de 45°, como ilustrado a seguir.

[image: image9.wmf]
A sombra projetada pelo cone é delimitada pelos segmentos PA e PB, tangentes ao círculo da base do cone nos pontos A e B, respectivamente.

Com base nessas informações,

a) DETERMINE a distância de P ao centro O do círculo.

b) DETERMINE o ângulo 
[image: image10.wmf]ˆ
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c) DETERMINE a área da sombra projetada pelo cone. 
6. (Unicamp 2012)Um brilhante é um diamante com uma lapidação particular, que torna essa gema a mais apreciada dentre todas as pedras preciosas. 

a) Em gemologia, um quilate é uma medida de massa, que corresponde a 200 mg. Considerando que a massa específica do diamante é de aproximadamente 3,5 g/cm3, determine o volume de um brilhante com 0,7 quilate. 

b) A figura abaixo apresenta a seção transversal de um brilhante. Como é muito difícil calcular o volume exato da pedra lapidada, podemos aproximá-lo pela soma do volume de um tronco de cone (parte superior) com o de um cone (parte inferior). Determine, nesse caso, o volume aproximado do brilhante. 
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Dica: o volume de um tronco de cone pode ser obtido empregando-se a fórmula [image: image12.wmf]22
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 em que R e r são os raios das bases e h é a altura do tronco. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) De acordo com os dados do problema, temos:
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Temos então um triângulo de lados 4cm, 10cm e 12cm com vértices nos centros das circunferências.
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Portanto, sua área será dada por:
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b) O sólido de revolução é a união entre dois cones.

[image: image16.wmf]
Calculando a medida do raio da base dos cones, que também é a altura do triângulo considerado.
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Portanto o volume do sólido será dado por:
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Resposta da questão 2:
Seja 
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 a altura que o sorvete derretido atinge na casquinha. Tem-se que
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Resposta da questão 3:
Volume da figura 1: 
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Volume da figura 2: 
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Volume da figura 3: 
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Número de recipientes da figura 3: 
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Resposta da questão 4:
a) O perímetro da base do cone é dado por 
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b) Seja r o raio da base do cone. Do item (a), sabemos que o perímetro da base do cone mede 
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c) Como 
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 corresponde à geratriz do cone e 
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 segue que a altura do cone é dada por
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Portanto, o volume do cone é igual a
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Resposta da questão 5:
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a) O 
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 é isósceles, pois PO = OT, logo PO = 2
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 (figura 1)

b) No 
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 (figura 2), temos:
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c) Sendo A = área da sombra do cone, temos:
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Resposta da questão 6:
a) [image: image38.wmf]0,7.0,2
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b)


[image: image39.wmf]
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Volume do cone: [image: image41.wmf]2

c

.2.1,8

V2,4.

3

π

π

==
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Aula 18 (esfera)

1. (Ita 2014)Seis esferas de mesmo raio R são colocadas sobre uma superfície horizontal de tal forma que seus centros definam os vértices de um hexágono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distância do centro da sétima esfera à superfície horizontal. 
2. (Uema 2014)Um clube de futebol, para agradar a sua torcida e a seus jogadores, resolveu homenagear os jogadores que mais se destacaram no clube na última temporada. Para isso, confeccionaram-se dezesseis troféus do mesmo tamanho, em formato de bola de futebol, com raio igual a 6. 

Determine 
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a) a área total das superfícies consideradas. 

b) o volume total dos troféus.  
3. (Ufu 2010)Um canal de televisão pretende instalar o serviço de TV digital em Uberlândia e, para isso, será necessário a construção de uma nova antena de transmissão. A antena deve ser composta por uma base cúbica, por um poste cilíndrico, ambos maciços e feitos de concreto, por uma haste de sustentação e por uma esfera maciça feita de uma liga metálica (conforme a ilustração a seguir).

[image: image44.wmf]
Sejam D, d e R, respectivamente, as medidas (em metros) da diagonal da base cúbica, da diagonal da face da base cúbica e do raio da esfera metálica.

Sabe-se que:

1) O valor de D 2 excede em 16 m2 o valor de d 2.

2) O diâmetro da base do poste cilíndrico é a metade da aresta da base cúbica.

3) O volume do poste cilíndrico é 18 m3.

4) 1 m3 da liga metálica corresponde a 300 kg (kilogramas).

Com base nestas informações, responda as seguintes perguntas:

a) Deseja-se pintar o poste cilíndrico de uma cor diferente da base cúbica. Considerando que a região de contato entre a haste e a parte superior do poste tenha área desprezível, qual é o valor da área do poste a ser pintada?

b) Se a haste da antena suporta um peso máximo de 50 kg, determine o maior valor possível para R, de forma que o peso da esfera de raio igual a este valor não exceda o peso máximo suportado pela haste. 
4. (Unicamp 2010)Uma peça esférica de madeira maciça foi escavada, adquirindo o formato de anel, como mostra a figura a seguir. Observe que, na escavação, retirou-se um cilindro de madeira com duas tampas em formato de calota esférica.

Sabe-se que uma calota esférica tem volume
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, em que h é a altura da calota e R é o raio da esfera. Além disso, a área da superfície da calota esférica (excluindo a porção plana da base) é dada por Acal =2 ð Rh.

Atenção: não use um valor aproximado para ð.

[image: image46.wmf]
a) Supondo que h = R/2, determine o volume do anel de madeira, em função de R.

b) Depois de escavada, a peça de madeira receberá uma camada de verniz, tanto na parte externa, como na interna. Supondo, novamente, que h = R/2, determine a área sobre a qual o verniz será aplicado. 
5. (Unesp 2003)  Em um tanque cilíndrico com raio de base R e altura H contendo água é mergulhada uma esfera de aço de raio r, fazendo com que o nível da água suba 
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 R, conforme mostra a figura.

[image: image48.png]



a) Calcule o raio r da esfera em termos de R.

b) Assuma que a altura H do cilindro é 4R e que antes da esfera ser mergulhada, a água ocupava 
[image: image49.wmf]3
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 da altura do cilindro. Calcule quantas esferas de aço idênticas à citada podem ser colocadas dentro do cilindro, para que a água atinja o topo do cilindro sem transbordar. 
6. (Unesp 2003)  Uma quitanda vende fatias de melancia embaladas em plástico transparente. Uma melancia com forma esférica de raio de medida Rcm foi cortada em 12 fatias iguais, onde cada fatia tem a forma de uma cunha esférica, como representado na figura.

[image: image50.png]



Sabendo-se que a área de uma superfície esférica de raio R cm é 4ðR2 cm2, determine, em função de ð e de R:

a) a área da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico);

b) quantos cm2 de plástico foram necessários para embalar cada fatia (sem nenhuma perda e sem sobrepor camadas de plástico), ou seja, qual é a área da superfície total de cada fatia. 
7. (Uff 2002)Considere duas superfícies S=ABCD e S'=E'B'C' obtidas, respectivamente, pelas interseções de um cilindro circular reto e de uma semiesfera com semiplanos que formam um ângulo diedro de 60°, conforme as figuras a seguir.
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Tem-se:

O - centro da base do cilindro

OE - altura do cilindro

OB - raio da base do cilindro

O'E' - raio da semi-esfera

OE = OB = O'E'

Sendo área(S) a área da superfície S e área(S') a área da superfície S', calcule o valor de área(S)/área(S'). 
8. (Uerj 1998)  
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Na figura anterior, há um círculo de raio R e uma reta (e) que contém o seu centro - ambos do mesmo plano. Fez-se uma rotação de uma volta desse círculo ao redor da reta (e). O menor arco AB nele assinalado descreveu a superfície de uma calota esférica, cuja área pode ser calculada através da fórmula 2ðRm, sendo m a projeção ortogonal do arco AB sobre a reta (e).

a) Calcule o comprimento da corda AB, do círculo original, em função de R e m.

b) Demonstre que a área da calota esférica gerada pelo arco AB é equivalente à área plana limitada por uma circunferência de círculo cujo raio tem a mesma medida da corda AB. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
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No triângulo VOA, temos:
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Portanto, a distância do centro da sétima esfera à superfície horizontal é:
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Resposta da questão 2:
a) A área total pedida é dada por
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b) O volume total dos troféus é igual a
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Resposta da questão 3:
a) 
[image: image58.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4 [image: image59.wmf](
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         Seja r a medida do raio da base do cilindro.

         2r = 2 ( r = 1cm

         Seja h a medida da altura do cilindro.
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           Calculando a área do cilindro que será pintada.

           A = 
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            A = (36 + 
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Resposta da questão 4:
Na figura r2 + (R/2)2 = R2( r = 
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Va = Ve – 2Vcal - Vcil

Va = 
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Va = 
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Va = 
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b) A =(Aesfera - 2.Acal ) + Acili

A = 
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Resposta da questão 5:
a) r = 
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b) 6 esferas. 
Resposta da questão 6:
a) 
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Resposta da questão 7:
1 
Resposta da questão 8:
a) O ∆ ABC é retângulo: 
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b) Área plana do interior dessa circunferência de raio 
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 é dado por π
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Aula 19( P.A)

1. (Ufg 2014)Candidatos inscritos ao vestibular da UFG/2014-1 leram o livro O cortiço, com 182 páginas, de uma determinada edição, iniciando-se na página 1.

Considere que dois desses candidatos leram o livro do seguinte modo: o primeiro leu duas páginas no primeiro dia e, em cada um dos dias seguintes, leu mais duas páginas do que no dia anterior, enquanto o segundo leu uma página no primeiro dia e, em cada um dos dias seguintes, leu o dobro do número de páginas do dia anterior.

Admitindo-se que os dois candidatos começaram a ler o livro no mesmo dia e que o primeiro acabou a leitura no dia 26 de outubro, determine em qual dia o segundo candidato acabou de ler o livro.

Dado: 
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2. (G1 - cftrj 2014)Disponha os números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 nas casas do tabuleiro abaixo de modo que: o número 9 ocupe a casa central, os números da primeira linha sejam todos ímpares e a soma dos números de cada linha e cada coluna seja sempre a mesma.

[image: image86.wmf]
3. (Ufg 2013)Pretende-se levar água de uma represa até um reservatório no topo de um morro próximo. A potência do motor que fará o bombeamento da água é determinada com base na diferença entre as alturas do reservatório e da represa.

Para determinar essa diferença, utilizou-se uma mangueira de nível, ou seja, uma mangueira transparente, cheia de água e com as extremidades abertas, de maneira a manter o mesmo nível da água nas duas extremidades, permitindo medir a diferença de altura entre dois pontos do terreno. Esta medição fica restrita ao comprimento da mangueira, mas, repetindo o procedimento sucessivas vezes e somando os desníveis de cada etapa, é possível obter a diferença de altura entre dois pontos quaisquer.

No presente caso, realizaram-se 50 medições sucessivas, desde a represa até o reservatório, obtendo-se uma sequência de valores para as diferenças de altura entre cada ponto e o ponto seguinte, 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image88.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image89.wmf]3
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 que formam uma progressão aritmética, sendo 
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 e assim sucessivamente. Com base no exposto, calcule a altura do reservatório em relação à represa.  
4. (Ufmg 2013)  Dentro dos bloquinhos que formam uma pirâmide foram escritos os números naturais, conforme ilustrado na figura abaixo, de forma que:

— na primeira linha da pirâmide aparece um número: 1;

— na segunda linha da pirâmide aparecem dois números: 2 e 3;

— na terceira linha da pirâmide aparecem três números: 4, 5 e 6;

— na quarta linha da pirâmide aparecem quatro números: 7, 8, 9 e 10, e assim sucessivamente.

[image: image95.wmf]
Considerando essas informações,

a) DETERMINE quantos bloquinhos são necessários para construir as 10 primeiras linhas da pirâmide.

b) DETERMINE o último número escrito na trigésima linha da pirâmide.

c) DETERMINE a soma de todos os números escritos na trigésima linha da pirâmide. 
5. (Uftm 2012)Seja a sequência de conjuntos de inteiros consecutivos dada por 
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 na qual cada conjunto, a partir do segundo, contém um elemento a mais do que o anterior.

a)O 21.º conjunto dessa sequência tem como menor elemento o número 211. Calcule a soma de todos os elementos desse conjunto.

b)Calcule a soma de todos os elementos do 100.º conjunto dessa sequência. 
6. (Unicamp 2012)Uma curva em formato espiral, composta por arcos de circunferência, pode ser construída a partir de dois pontos A e B, que se alternam como centros dos arcos. Esses arcos, por sua vez, são semicircunferências que concordam sequencialmente nos pontos de transição, como ilustra a figura abaixo, na qual supomos que a distância entre A e B mede 1 cm. 

[image: image99.wmf]
a) Determine a área da região destacada na figura. 

b) Determine o comprimento da curva composta pelos primeiros 20 arcos de circunferência. 
7. (Udesc 2011)Um biólogo fez um estudo sobre a evolução de uma colmeia de abelhas, observando que:

- ao final do primeiro minuto, as abelhas construíram 1 alvéolo hexagonal;

[image: image100.wmf]
- no segundo minuto, as abelhas construíram 6 alvéolos hexagonais;

[image: image101.wmf]
- no terceiro minuto, as abelhas construíram 12 alvéolos hexagonais;

[image: image102.wmf]
- no quarto minuto, as abelhas construíram 18 alvéolos hexagonais;

- e assim sucessivamente até que, no último minuto de observação, as abelhas construíram 102 alvéolos hexagonais.

Explicitando todos os seus cálculos, determine:

a) o tempo em que o biólogo ficou observando a evolução dessa colmeia;

b) o número total de alvéolos hexagonais ao final da observação. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
Seja 
[image: image103.wmf]n

a

 o número de páginas que o primeiro candidato leu no dia 
[image: image104.wmf]n.

 Logo,  

[image: image105.wmf]n
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Como ele leu 
[image: image106.wmf]2

 páginas no primeiro dia e o livro tem 
[image: image107.wmf]182

 páginas, temos


[image: image108.wmf]2
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Portanto, o primeiro candidato começou a leitura no dia 
[image: image109.wmf]d,

 tal que


[image: image110.wmf]26d113d14.
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Por outro lado, se 
[image: image111.wmf]m

 é o número de dias necessários para que o segundo candidato leia o livro, vem
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Em consequência, o segundo candidato terminou de ler o livro no dia 
[image: image113.wmf]21

 de outubro.
Resposta da questão 2:
Calculando a soma de todos os naturais de 1 ao 9, temos: 
[image: image114.wmf](
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Portanto, a soma de cada linha (coluna) será 
[image: image115.wmf]45:315.
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[image: image116.wmf]
Resposta da questão 3:
Como a razão da progressão aritmética é 
[image: image117.wmf]0,05m,

 segue que a altura do reservatório em relação à represa é dada por 
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Resposta da questão 4:
a) O número de bloquinhos para construir as 10 primeiras linhas é igual à soma dos números naturais de 1 até 10.

[image: image119.wmf]10
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b) O último número escrito na trigésima linha da pirâmide é igual a soma dos 30 primeiros números naturais

S30 = 
[image: image120.wmf](130).30
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c) O último número escrito na trigésima linha é 465 e o primeiro é 465 – 29 = 436.

Calculando agora a soma dos 30 termos da P.A. (436, 437, 438, ..., 464, 465)


[image: image121.wmf](
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Resposta da questão 5:
a) O 21º conjunto possui 21 elementos. Se o menor elemento é 211, então o maior é dado por


[image: image122.wmf]211(211)1231.
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Portanto, a soma pedida é
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b) O menor elemento do 100º conjunto é 



[image: image124.wmf]199
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Logo, como esse conjunto possui 
[image: image125.wmf]100

 elementos, segue que o seu maior elemento é 
[image: image126.wmf]4951995050.
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Por conseguinte, a soma pedida é dada por 
[image: image127.wmf]49515050
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Resposta da questão 6:
 a) 
[image: image128.wmf]22
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b) 
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[image: image130.wmf]
Resposta da questão 7:
a) Temos a seguinte sequência (1, 6, 12, 18, ... , 102)
Existe uma P.A a partir do segundo termo (6, 12, 18, 24, . . . , 102).

Determinando o número n de termos da P.A (6, 12, 18, ... , 102), temos:

102 = 6 + (n – 1).6

n = 17

Logo, o tempo que o biólogo ficou observando a evolução da colmeia é 17 + 1 = 18 minutos.

b) Calculando a soma dos alvéolos temos:

1 + (6 + 12 + 18 + ... +102) =

1 + (6 + 102).17/2 = 1 + 918 = 919 
Aula 20( P.G)

1. (Fuvest 2015)  Um “alfabeto minimalista” é constituído por apenas dois símbolos, representados por 
[image: image131.wmf]*

e 
[image: image132.wmf]#.

 Uma palavra de comprimento 
[image: image133.wmf]n,n1,

³

 é formada por 
[image: image134.wmf]n

 escolhas sucessivas de um desses dois símbolos. Por exemplo, 
[image: image135.wmf]#

é uma palavra de comprimento 
[image: image136.wmf]1

 e 
[image: image137.wmf]#**#

 é uma palavra de comprimento 
[image: image138.wmf]4.


Usando esse alfabeto minimalista,

a) quantas palavras de comprimento menor do que 
[image: image139.wmf]6

 podem ser formadas?

b) qual é o menor valor de 
[image: image140.wmf]N

 para o qual é possível formar 
[image: image141.wmf]1.000.000

 de palavras de tamanho menor ou igual a 
[image: image142.wmf]N?


2. (Unesp 2015)  Para cada 
[image: image143.wmf]n

 natural, seja o número 
[image: image144.wmf](
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Se 
[image: image145.wmf]n,
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 para que valor se aproxima 
[image: image146.wmf]n
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3. (Uema 2014)Numa plantação tomada por uma praga de gafanhotos, foi constatada a existência de 885.735 gafanhotos. Para dizimar esta praga, foi utilizado um produto químico em uma técnica, cujo resultado foi de 5 gafanhotos infectados, que morreram logo no 1º dia. Ao morrerem, já haviam infectado outros gafanhotos. Dessa forma, no 1º dia, morreram 5 gafanhotos; no 2º dia, morreram mais 10; no 3º dia, mais 30 e assim sucessivamente. 

Verificando o número de mortes acumulado, determine em quantos dias a praga de gafanhotos foi dizimada. 
4. (Ufg 2013)A figura a seguir ilustra as três primeiras etapas da divisão de um quadrado de lado L em quadrados menores, com um círculo inscrito em cada um deles.

[image: image147.wmf]
Sabendo-se que o número de círculos em cada etapa cresce exponencialmente, determine:

a) a área de cada círculo inscrito na n-ésima etapa dessa divisão; 
b) a soma das áreas dos círculos inscritos na n-ésima etapa dessa divisão. 
5. (Unesp 2011)  Divide-se, inicialmente, um quadrado de lado com medida unitária em 9 quadrados iguais, traçando-se dois pares de retas paralelas aos lados. Em seguida, remove-se o quadrado central. Repete-se este processo de divisão, para os quadrados restantes, n vezes.

Observe o processo para as duas primeiras divisões:

[image: image148.wmf]
Quantos quadrados restarão após as n divisões sucessivas do quadrado inicial e qual a soma das áreas dos quadrados removidos, quando n cresce indefinidamente? 
6. (Ufpr 2010)  Um quadrado está sendo preenchido como mostra a sequência de figuras abaixo:
[image: image149.wmf]
No passo 1, metade do quadrado original é preenchido. No passo 2, metade da área não coberta no passo anterior é preenchida. No passo 3, metade da área não coberta nos passos anteriores é preenchida, e assim por diante.

a) No passo 4, que percentual do quadrado original estará preenchido?

b) Qual é o número mínimo de passos necessários para que 99,9% do quadrado original seja preenchido?

7. (Fgv 2009)  Seja a sequência
[image: image150.wmf]8
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cujos termos são radicais de radicando 3, e o índice de cada termo é o dobro do índice do termo anterior. Calcule o produto:

a) dos 10 primeiros termos dessa sequência.

b) dos infinitos termos dessa sequência. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) palavras com uma letra: 2
palavras com duas letras: 22
palavras com três letras: 23

[image: image151.wmf]K


E assim sucessivamente.

Portanto, o número de palavras de comprimento menor do que 6 será dado por:


[image: image152.wmf]249163262.
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b) Utilizando a fórmula da soma dos n primeiros termos de uma P.G, temos:
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[image: image154.wmf]20
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Resposta da questão 2:
Tem-se que
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Se 
[image: image156.wmf]n,

®+¥

 então 
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 e, portanto, segue que 
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Resposta da questão 3:
O número total de gafanhotos mortos após 
[image: image159.wmf]n

 dias constitui a progressão geométrica
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Daí, temos
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Portanto, a resposta é 
[image: image162.wmf]12

 dias. 
Resposta da questão 4:
a) 
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[image: image164.wmf]2
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b) Na primeira etapa temos 1 círculo (40).

Na segunda etapa temos 4 círculos (41).

Na terceira etapa temos 16 círculos (42).

Logo, na etapa n termos 
[image: image165.wmf]n1
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 círculos.

Portanto, a soma das áreas de todos os círculos da etapa n será dada por:
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Resposta da questão 5:
Na primeira divisão é retirado 
[image: image167.wmf]1

 quadrado, restando 
[image: image168.wmf]8.

 Na segunda divisão são retirados 
[image: image169.wmf]8

 quadrados, restando 
[image: image170.wmf]2
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 quadrados. Na terceira divisão são retirados 
[image: image171.wmf]64

 quadrados, restando 
[image: image172.wmf]3
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 quadrados, e assim por diante. Logo, após 
[image: image173.wmf]n

 divisões sucessivas do quadrado inicial, restarão 
[image: image174.wmf]n
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 quadrados.
Na primeira divisão, a área do quadrado removido é 
[image: image175.wmf]2
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 Na segunda divisão, a área do oito quadrados retirados é 
[image: image176.wmf]2
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 Na terceira divisão, a área dos sessenta e quatro quadrados retirados é 
[image: image177.wmf]2
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 e assim sucessivamente.
Portanto, a soma pedida é
[image: image178.wmf]1
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Resposta da questão 6:
a) 
[image: image179.wmf]111115
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 95,75% dele.
b) Utilizando a soma dos n primeiros termos de uma PG. Temos:
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[image: image181.wmf]1000
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Portanto, n deverá ser 10, pois 29 = 512 e 210 = 1024. 
Resposta da questão 7:
a) 
[image: image182.wmf]512
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b) 9. 
Aula 21 Geometria analítica (ponto e reta)

1. (Unicamp 2015)Seja 
[image: image183.wmf]r

 a reta de equação cartesiana 
[image: image184.wmf]x2y4.

+=

 Para cada número real 
[image: image185.wmf]t

 tal que 
[image: image186.wmf]0t4,

<<

 considere o triângulo 
[image: image187.wmf]T

 de vértices em 
[image: image188.wmf](0,0),



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image189.wmf](t,0)

 e no ponto 
[image: image190.wmf]P

 de abscissa 
[image: image191.wmf]xt

=

 pertencente à reta 
[image: image192.wmf]r,

 como mostra a figura abaixo. 

[image: image193.wmf]
a) Para 
[image: image194.wmf]0t4,

<<

 encontre a expressão para a função 
[image: image195.wmf]A(t),

 definida pela área do triângulo 
[image: image196.wmf]T,

 e esboce o seu gráfico. 

b) Seja 
[image: image197.wmf]k

 um número real não nulo e considere a função 
[image: image198.wmf]g(x)kx,

=

 definida para todo número real 
[image: image199.wmf]x

 não nulo. Determine o valor de 
[image: image200.wmf]k

 para o qual o gráfico da função 
[image: image201.wmf]g

 tem somente um ponto em comum com a reta 
[image: image202.wmf]r.


[image: image203.wmf]
2. (Uerj 2015)  Uma ferrovia foi planejada para conter um trecho retilíneo cujos pontos são equidistantes dos centros 
[image: image204.wmf]AeB

 de dois municípios. Em seu projeto de construção, utilizou-se o plano cartesiano, com coordenadas em quilômetros, em que 
[image: image205.wmf]A(1,2)

=

 e 
[image: image206.wmf]B(7,14).
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 Observe o gráfico:

[image: image207.wmf]
Determine, utilizando esse sistema referencial, a equação da reta suporte desse trecho retilíneo da ferrovia. 
3. (Ufg 2014)Um caçador de tesouros encontrou um mapa que indicava a localização exata de um tesouro com as seguintes instruções:

“Partindo da pedra grande e seguindo 750 passos na direção norte, 500 passos na direção leste e 625 passos na direção nordeste, um tesouro será encontrado.”

Para localizar o tesouro, ele utilizou um plano cartesiano, representado pela figura a seguir. Neste plano a escala utilizada foi de 
[image: image208.wmf]1:100,

 as medidas são dadas em centímetros e o ponto A representa a pedra grande indicada nas instruções.

[image: image209.wmf]
Considerando que um passo mede 
[image: image210.wmf]80cm,

 encontre as coordenadas, no plano cartesiano, do ponto onde se encontra o tesouro e calcule a distância percorrida, em metros, pelo caçador de tesouros para encontrá-lo. 
4. (Ufpr 2013)  Considere as retas r e s representadas no plano cartesiano abaixo.

[image: image211.wmf]
a) Escreva a equação da reta r.

b) Qual deve ser o coeficiente angular da reta s, de modo que ela divida o triângulo cinza em dois triângulos com áreas iguais? Justifique sua resposta.  
5. (Uel 2012)  Um pássaro sobrevoa uma rampa conforme mostra a figura. A ave faz seu voo em linha reta e paralela à calçada.

[image: image212.wmf]

a) Sabendo-se que a rampa forma um ângulo de 135º com a calçada, conforme mostra a figura, e que a distância do muro de apoio até o pé da rampa é de 3 metros, calcule o comprimento da rampa.

b) Determine a menor distância entre o pássaro e a rampa no instante em que o pássaro se encontra a 5 metros do muro e a 6 metros da calçada em que se apoia a rampa. Apresente os cálculos realizados na resolução de cada item. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) Sabendo que 
[image: image213.wmf]P

 pertence à reta 
[image: image214.wmf]r,

 temos 
[image: image215.wmf]t
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 Além disso, para todo 
[image: image216.wmf]0t4,
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 o triângulo 
[image: image217.wmf]T

 é retângulo em 
[image: image218.wmf](t,0).

Em consequência, segue que
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O gráfico da função 
[image: image220.wmf]A

 é uma parábola com concavidade voltada para baixo, e cujas raízes são 
[image: image221.wmf]0

 e 
[image: image222.wmf]4.

 Além disso, o vértice tem coordenadas
[image: image223.wmf](2,1).


[image: image224.wmf]
b) As abscissas dos pontos de interseção da reta 
[image: image225.wmf]x
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 com a função 
[image: image226.wmf]k
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[image: image227.wmf]x0,
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 satisfazem a equação
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Para que exista um único ponto de interseção, o discriminante dessa equação deve ser igual a zero, ou seja, 
[image: image229.wmf]2
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 o que implica em 
[image: image230.wmf]k2.
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Resposta da questão 2:
A reta cujos pontos são equidistantes de 
[image: image231.wmf]A

 e 
[image: image232.wmf]B

 é exatamente a mediatriz do segmento de extremos 
[image: image233.wmf]A

 e 
[image: image234.wmf]B.

 Portanto, devemos encontrar a equação da reta que passa pelo ponto médio de 
[image: image235.wmf]AB

 e é perpendicular a ele.
Cálculo do ponto médio de 
[image: image236.wmf]AB:
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Coeficiente angular da reta que passa por 
[image: image238.wmf]A

 e 
[image: image239.wmf]B:
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Portanto, o coeficiente angular da mediatriz 
[image: image241.wmf]r

 é 
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Encontrando, agora, a equação da mediatriz 
[image: image243.wmf]r.
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Resposta da questão 3:

[image: image245.wmf]7500,8600m,
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image246.wmf]5000,8400m
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 e 
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Distância percorrida: 
[image: image250.wmf]6004005001500m.
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Coordenada do ponto T.
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Resposta da questão 4:
a) Utilizando a forma segmentária da equação da reta, temos:

[image: image252.wmf]xy
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b) Para que a reta s divida o triângulo cinza em dois triângulos com áreas iguais, deveremos considerar M como ponto médio de AB.

[image: image253.wmf]
Portanto: 
[image: image254.wmf]
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Logo, 
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Resposta da questão 5:
a) Equação da reta r. (mr = -1 e passa por (3,0))
y – 0 = -1. (x – 3)
[image: image258.wmf]Û

x + y – 3 = 0.

Determinando o ponto Q (fazendo x = 0): 0 + y - 3 = 0
[image: image259.wmf]Û

y = 3. Logo, Q(0,3).

Calculando o tamanho R da rampa: R2 = 32 + 32
[image: image260.wmf]Û

R = 3
[image: image261.wmf]2
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b) Calculando a distância do ponto P(pássaro) à reta r:

d = 
[image: image262.wmf]22

563

8

42

2

11

+-

==

+

m

[image: image263.wmf]
Aula 22( Números Complexos)
1. (Ufpr 2014)  Considere o número complexo
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a) Determine a parte real e a parte imaginária de 
[image: image265.wmf]0

z.


b) Determine a e b, de modo que 
[image: image266.wmf]z1i
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 seja solução da equação 
[image: image267.wmf]2
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2. (Ufg 2014)Considerando os números complexos 
[image: image268.wmf]z

e 
[image: image269.wmf]w

tais que 
[image: image270.wmf](
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 determine a área do paralelogramo de lados 
[image: image272.wmf]z

e 
[image: image273.wmf]w,

 sabendo-se que o ângulo entre eles é 
[image: image274.wmf].
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3. (Ufpr 2013)  Considere os pontos 
[image: image275.wmf]123

z,zez,

 indicados no plano complexo abaixo, e que correspondem às raízes cúbicas de 1.

[image: image276.wmf]
a) Qual é o menor inteiro 
[image: image277.wmf]n1,

>

 de modo que 
[image: image278.wmf](
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n

2
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 Justifique sua resposta.

b) Calcule 
[image: image279.wmf](

)

100

3
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4. (Ufpe 2013)  Encontre o menor inteiro positivo n tal que a potência 
[image: image280.wmf](

)

n

3i
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 seja um número real. 
5. (Fgv 2010)  Em 1545, o italiano GirolamoCardano (1501-1576) publicou o seu mais importante livro A grande arte, e tão orgulhoso ficou que, no final, escreveu a frase: “Escrito em cinco anos, pode durar muitos milhares”. No livro, um problema aparentemente simples começou a aprofundar a discussão sobre um novo tipo de número, ainda desconhecido na Matemática: 

“Dividir 10 em duas parcelas tais que o seu produto seja 40”.

a) Determine as duas parcelas e expresse-as na forma a + bi, em que a,b são números reais e 

i2 = –i .

b) Expresse as duas parcelas do item A na forma de pares ordenados (a,b) e represente-os graficamente no plano cartesiano.

c) Calcule, na forma decimal aproximada, a área do triângulo cujos vértices são os dois pares ordenados do item B e a origem.

Se precisar, use as aproximações: 
[image: image281.wmf]3

= 1,7 ;
[image: image282.wmf]5

= 2,2.

d) Encontre uma equação polinomial de coeficientes inteiros com o menor grau possível, sendo dadas três de suas raízes: as duas parcelas do item A e o numero complexo −i. 
6. (Ufrj 2009)  No jogo Batalha Complexa são dados números complexos z e w, chamados mira e alvo respectivamente.

O tiro certeiro de z em w é o número complexo t tal que tz = w.

[image: image283.png]real





Considere a mira z e o alvo w indicados na figura anterior. Determine o tiro certeiro de z em w. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) Tem-se que 
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Portanto, 
[image: image285.wmf]0

Re(z)2
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 e 
[image: image286.wmf]0
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b) Para que 
[image: image287.wmf]z1i

=-

 seja solução da equação 
[image: image288.wmf]2

zazb0,
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 deve-se ter


[image: image289.wmf]2
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Resposta da questão 2:
Resolvendo um sistema com as equações apresentadas acima, temos:


[image: image290.wmf]z3(633)iz623
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Portanto, a área do paralelogramo será dada por:
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Resposta da questão 3:
a) 
[image: image292.wmf](
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b) 
[image: image294.wmf](
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Resposta da questão 4:
Seja 
[image: image295.wmf]z3i.
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O módulo de 
[image: image296.wmf]z

 é igual a 
[image: image297.wmf]2
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 Logo, se 
[image: image298.wmf]q

 é o argumento principal de 
[image: image299.wmf]z,

 então 
[image: image300.wmf]3
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 e 
[image: image301.wmf]1
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 Donde concluímos que 
[image: image302.wmf]rad.
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Pela Primeira Fórmula de Moivre, obtemos:
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Desse modo, para que 
[image: image304.wmf]n
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 seja um número real, deve-se ter:
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Portanto, para 
[image: image306.wmf]k0

=

 em 
[image: image307.wmf]n612k,
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 obtemos o menor inteiro positivo 
[image: image308.wmf]n

 de modo que a potência 
[image: image309.wmf]n

(3i)

+

 seja um número real, ou seja, 
[image: image310.wmf]n6.
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Resposta da questão 5:
a) (10 – x) = 40 
[image: image311.wmf]Û

x2 – 10x + 40 = 0 
[image: image312.wmf]Û



[image: image313.wmf] 
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Se x = 5 + 
[image: image314.wmf] 

15i

, 

y = 10 – (5 +
[image: image315.wmf] 

15i

) 
[image: image316.wmf]Û

y = 5 –
[image: image317.wmf] 

15i

 e se x = 5 - 
[image: image318.wmf] 
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[image: image319.wmf]Û

y = 5 + 
[image: image320.wmf] 

15i

,
b) As duas parcelas são os pares ordenados

(5;
[image: image321.wmf]15

) e (5; - 
[image: image322.wmf]15

)

[image: image323.wmf]
c) O triângulo cujos vérticestem área igual a


[image: image324.wmf]215.5

5.3.52,2.1,7.518,7
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d) A raiz i necessita de sua conjugada. Logo a menor equação terá grau 4

1 . (x – i) (x + i) (x – 5 +
[image: image325.wmf]15

i) (x – 5 –
[image: image326.wmf]15

i) = 0 
[image: image327.wmf]Û



[image: image328.wmf]Û

 (x2 + 1) [(x – 5)2 + 15] = 0 
[image: image329.wmf]Û



[image: image330.wmf]Û

 (x2 + 1) (x2 – 10x + 40) = 0


[image: image331.wmf]Û

x4– 10x3 + 41x2 – 10x + 40 = 0 
Resposta da questão 6:
t = (-
[image: image332.wmf]3

) - i. 
Aula 23(circunferência)

1. (Uel 2015)  Uma indústria de café desenvolveu uma logomarca inspirada na bandeira do Brasil, como ilustrado no esboço a seguir.

[image: image333.wmf]
O idealizador fez seu esboço em um plano cartesiano com unidades de medida em centímetros. 

A partir das informações presentes nesse esboço, determine a área sombreada da logomarca. Justifique sua resposta apresentando os cálculos realizados. 
2. (Ufsc 2015)  Até a Primeira Guerra Mundial, os pilotos dos aviões só se comunicavam com o pessoal de terra por meio de bandeiras e luzes coloridas a curta distância. Na Grande Guerra, os especialistas americanos desenvolveram um sistema de radiotelégrafos capaz de orientar todo o tráfego aéreo em um raio de 
[image: image334.wmf]200

 quilômetros, dando origem às primeiras torres de controle. Considere que uma torre de controle está situada no ponto 
[image: image335.wmf]T(100,1003)

 de um plano cartesiano, em que cada unidade corresponde a 
[image: image336.wmf]1km,

 e que seu alcance é de 
[image: image337.wmf]200km.


Disponível em: <http://infograficos.estadao.com.br/public/especiais/100-anos-primeira-guerra-mundial> [Adaptado] 

Acesso em: 14 out. 2014.

Atenção: Nos itens que seguem, é obrigatória a apresentação correta dos cálculos para que as respostas sejam pontuadas. 

a) Determine, indicando a unidade de medida, a área de cobertura da torre de controle.

(Use 
[image: image338.wmf]3,14)

π

@


b) Determine a equação geral da circunferência que representa a linha limite de cobertura da torre de controle.

c) Determine, apresentando os cálculos, se o ponto 
[image: image339.wmf]P(1,3),

 localizado no mesmo plano cartesiano da torre de controle, pertence ou não pertence à área de cobertura dessa torre de controle.

3. (Pucrj 2014)Considere o quadrado ABCD como na figura. Assuma que 
[image: image340.wmf]A(5,12)

=

 e 
[image: image341.wmf]B(13,6).

=


[image: image342.wmf]
a) Determine a medida do lado do quadrado ABCD.

b) Determine a equação da reta que passa por C e D.

c) Determine a equação do círculo inscrito no quadrado ABCD. 
4. (Uerj 2014)  Um disco metálico de centro O e diâmetro AB = 4 dm, utilizado na fabricação de determinada peça, é representado pelo seguinte esquema:

[image: image343.wmf]

[image: image344.wmf]PJ
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M − ponto médio do raio OB

N − ponto médio do raio AO

P − ponto médio do raio OC

J − intersecção da semirreta PM com a circunferência

K − intersecção da semirreta PN com a circunferência

Calcule a distância entre os pontos J e K. 
5. (Uerj 2013)  Um objeto de dimensões desprezíveis, preso por um fio inextensível, gira no sentido anti-horário em torno de um ponto O. Esse objeto percorre a trajetória T, cuja equação é 
[image: image345.wmf]22

xy25.
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 Observe a figura:

[image: image346.wmf]
Admita que o fio arrebente no instante em que o objeto se encontra no ponto P(4,3). A partir desse instante, o objeto segue na direção da reta tangente a T no ponto P.

Determine a equação dessa reta. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
A medida do raio da circunferência de centro em 
[image: image347.wmf]D

 é dada por


[image: image348.wmf]22
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Daí, podemos concluir que 
[image: image349.wmf]ABCD

 é um losango. Além disso, como as diagonais de 
[image: image350.wmf]ABCD

 são congruentes e perpendiculares, tem-se que 
[image: image351.wmf]ABCD

 é um quadrado.    

A área pedida corresponde à diferença entre as áreas do quadrado 
[image: image352.wmf]ABCD

 e o dobro da área do segmento circular determinado pela corda 
[image: image353.wmf]AB,

 isto é,
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Resposta da questão 2:
a) A área pedida é igual a 
[image: image355.wmf]22

2003,1440000125.600km.
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b) Tem-se que a equação geral da circunferência que representa a linha limite de cobertura da torre de controle é


[image: image356.wmf]22222
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c) Seja 
[image: image357.wmf]2

f:,

®

¡¡

 dada por 
[image: image358.wmf]22

f(x,y)xy200x2003y.
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 Logo, como


[image: image359.wmf]22

f(1,3)1(3)2001200330,

=+-×-×<


segue-se que 
[image: image360.wmf]P(1,3)

 pertence à área de cobertura dessa torre de controle. 
Resposta da questão 3:
a) A medida do lado do quadrado é igual a


[image: image361.wmf]22
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b) O coeficiente angular da reta 
[image: image362.wmf]AB
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 é igual a 


[image: image363.wmf]AB
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Como 
[image: image364.wmf]ABCD

 é quadrado, segue que 
[image: image365.wmf]ABBC.
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 Logo, se 
[image: image366.wmf]BC
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 denota o coeficiente angular da reta 
[image: image367.wmf]BC,
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 então 
[image: image368.wmf]BC
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Seja 
[image: image369.wmf]C(,),

αβ
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 com 
[image: image370.wmf]13

α
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 e 
[image: image371.wmf]6,

β

>

 de acordo com a figura abaixo. 

[image: image372.wmf]
Sabendo que 
[image: image373.wmf]$
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Por (a) vem que 
[image: image375.wmf]BC10.
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 Agora, pelo Teorema de Pitágoras aplicado no triângulo 
[image: image376.wmf]BPC,

 concluímos que 
[image: image377.wmf]PB6,
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 o que implica em 
[image: image378.wmf]PC8.
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 Donde obtemos 
[image: image379.wmf]C(19,14).
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Finalmente, segue que a equação da reta que passa por 
[image: image380.wmf]C

 e 
[image: image381.wmf]D

é


[image: image382.wmf]33113
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c) O centro do círculo é o ponto médio da diagonal 
[image: image383.wmf]AC,

 ou seja, 
[image: image384.wmf]5191214
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 e seu raio mede a metade do lado do quadrado, isto é, 
[image: image385.wmf]5.

 Portanto, a equação pedida é 
[image: image386.wmf]22

(x12)(y13)25.
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Resposta da questão 4:
Equação da reta PJ: 
[image: image387.wmf]yx1
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Determinando a abscissa do ponto J: 
[image: image388.wmf]22
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Logo, 
[image: image389.wmf](
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Portanto, 
[image: image390.wmf](
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Resposta da questão 5:
A equação da reta pedida é dada por
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Aula 24(Polinômios e equações)

1. (Unicamp 2014)O polinômio 
[image: image392.wmf]32

p(x)x2x9x18
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 tem três raízes: r,  –r e s.

a) Determine os valores de r e s.

b) Calcule p(z) para z = 1+i, onde i é a unidade imaginária.   
2. (Uerj 2014)  Observe o gráfico da função polinomial de 
[image: image393.wmf]¡

 em 
[image: image394.wmf]¡

 definida por 
[image: image395.wmf]32

P(x)2x6x3x2.
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[image: image396.wmf]
Determine o conjunto solução da inequação 
[image: image397.wmf]P(x)0.
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3. (Ufpe 2013)  Determine o polinômio com coeficientes reais 
[image: image398.wmf](
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 tal que
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e indique 
[image: image400.wmf]222
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4. (Uftm 2011)Seja o polinômio 
[image: image401.wmf](
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 sendo m um número real. Sabendo-se que P(x) é divisível por 
[image: image402.wmf](

)

x2,
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 determine:

a)O valor de m.

b)Todas as raízes de P(x). 
5. (Ufpe 2011)  Sabendo que 
[image: image403.wmf]2
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, assinale 
[image: image404.wmf]AB2C
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. 
6. (Unesp 2010)  Uma raiz da equação x3 – (2a – 1)x2 – a(a + 1)x + 2a2(a – 1) = 0 é (a – 1). Quais são as outras duas raízes dessa equação? 
7. (Ufrrj 2007)Ao se dividir o polinômio P(x) por (x - 2), obtém-se resto 5 e, por (x + 1), resto - 2.

Determine o resto da divisão do polinômio P(x) por (x - 2)(x + 1). 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) Fatorando 
[image: image405.wmf]p(x),

 obtemos 

[image: image406.wmf]32
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Portanto, 
[image: image407.wmf]r3
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 e 
[image: image408.wmf]s2.
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b) Se 
[image: image409.wmf]z1i,
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 então 
[image: image410.wmf]22
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 Logo,


[image: image411.wmf]2
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Resposta da questão 2:
O número 2 é raiz, pois p(2) = 0.
Dividindo p(x) por (x – 2), temos:

[image: image412.wmf]
Logo, 
[image: image413.wmf](
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Onde suas raízes são 
[image: image414.wmf]13
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Resolvendo, agora a inequação 
[image: image415.wmf]P(x)0

>

 através do gráfico do polinômio 
[image: image416.wmf]P(x).


[image: image417.wmf]
Portanto, a solução da inequação será dada por 
[image: image418.wmf]1313
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Resposta da questão 3:
Temos:

[image: image419.wmf]32
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Logo, 
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Para que a identidade se verifique, devemos ter:
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Portanto, 
[image: image422.wmf]32
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[image: image423.wmf]222222
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Resposta da questão 4:
a) Se P(x) é divisível por 
[image: image424.wmf]x2,
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 então 
[image: image425.wmf]P(2)0.
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 Assim,

[image: image426.wmf]32
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b) Aplicando o dispositivo prático de Briot-Ruffini, obtemos:


[image: image427.wmf]21248

1040

--

-


Portanto, 


[image: image428.wmf]3222
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ou seja, as raízes de P(x) são 2 e –2.
Resposta da questão 5:
Temos que 
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Fazendo 
[image: image430.wmf]x2,
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 obtemos 
[image: image431.wmf]2
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Para 
[image: image432.wmf]x1,
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 encontramos 
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Finalmente, para 
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 vem 
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Portanto, 
[image: image436.wmf]AB2C22212.
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Resposta da questão 6:
Dividindo o primeiro membro da equação por[ x –(a-1)] temos:
[image: image608.emf]z3(633)iz6.23
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Resolvendo temos: 
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Resposta:-a e 2a 
Resposta da questão 7:
(7x/3) + (1/3) 
Aula 25 (Matrizes)

1. (Uerj 2014)  Considere a sequência de matrizes 
[image: image438.wmf]1,23

(AA,A,...),

 todas quadradas de ordem 4, respectivamente iguais a:
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Sabendo que o elemento 
[image: image440.wmf]ij
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 é da matriz 
[image: image441.wmf]n
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 determine os valores de n, i e j. 
2. (Ufpe 2013)  Seja 
[image: image442.wmf]ab
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 a inversa da matriz 
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[image: image444.wmf]abcd.
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3. (Unicamp 2013)Considere a matriz 
[image: image445.wmf]1
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a) Calcule a matriz 
[image: image447.wmf](
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b) Um ponto no plano cartesiano com as coordenadas 
[image: image448.wmf]éù
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 é transformado pela matriz 
[image: image449.wmf]α
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 em um novo ponto da seguinte forma:
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Calcule o valor de 
[image: image451.wmf],
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 sabendo que o sistema 
[image: image452.wmf]6

2

α

-

éùéù

=

êúêú

ëûëû

x

A

y

 admite solução. 
4. (Fgv 2013)  Um determinado produto deve ser distribuído a partir de 3 fábricas para 4 lojas consumidoras. Seja 
[image: image453.wmf]ij34
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 a matriz do custo unitário de transporte da fábrica i para a loja j, com 
[image: image454.wmf]2
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 Seja 
[image: image455.wmf]ij34
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 a matriz que representa a quantidade de produtos transportados da fábrica i para a loja j, em milhares de unidades, com 
[image: image456.wmf]ij

bij.

=+


a)Determine as matrizes 
[image: image457.wmf]ij34
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[image: image458.wmf]t
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sendo que 
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 é a transposta da matriz 
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b) Sendo 
[image: image461.wmf]41
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. Em seguida, determine o significado econômico de 
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5. (Ufu 2012)Em computação gráfica, é frequente a necessidade de movimentar, alterar e manipular figuras em um sistema 2D (bidimensional). A realização destes movimentos é feita, em geral, utilizando-se transformações geométricas, as quais são representadas por matrizes 
[image: image469.wmf]2x2
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 Assim — considerando um polígono P no plano cartesiano xOy de vértices (a1,b1), ..., (an,bn), o qual é representado pela matriz 
[image: image470.wmf]1n
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 em que n é o número de vértices do polígono — a transformação de P por 
[image: image471.wmf]2x2
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 é feita pela realização do produto matricial 
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 obtendo a matriz resultante 
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 cujas colunas determinam os vértices (c1,d1), ..., (cn,dn) do polígono obtido.

Nesse contexto, para o que se segue, considere a transformação 
[image: image474.wmf]2x2
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 e P o triângulo cujos vértices são os pontos A(0, 0), B(4, 0) e 
[image: image475.wmf](
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Execute planos de resolução de maneira a encontrar:

a) os vértices do triângulo resultante Q obtido da transformação do triângulo P por 
[image: image476.wmf]2x2
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 quando 
[image: image477.wmf]840;

θ

=°


b) a área do triângulo resultante Q obtido na transformação do item A. 
6. (Unicamp 2012)Seja dada a matriz [image: image478.wmf]x20
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a) Determine para quais valores de x o determinante de A é positivo. 

b) Tomando [image: image479.wmf]3
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, e supondo que, na matriz A, x = –2, calcule B = AC. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
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Logo, 
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Resposta da questão 2:
Se a matriz 
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Portanto,
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Resposta da questão 3:
a) 
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b)


[image: image488.wmf]1

x6

.

1

y2

1

xy

6

x

2

y

xy6

x

y2

α

α

α

α

α

α

éù

-

éùéù

êú

=

êúêú

êú

--

ëûëû

êú

ëû

+

éù

-

éù

êú

=

êú

êú

--

ëû

êú

ëû

+=-

ì

ï

í

--=

ï

î


Multiplicando a segunda equação por 
[image: image489.wmf]α

 e somando com a primeira, temos:

0 + 0 = 2
[image: image490.wmf]α

 –6; portanto, para que a equação tenha solução, o valor de 
[image: image491.wmf]α

 deverá ser 3. 
Resposta da questão 4:
a) Temos
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Daí, 
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b) A matriz 
[image: image495.wmf]X

 é tal que 
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Cada 
[image: image497.wmf]ij

x

 indica o número total, em milhares de unidades, de produtos transportados da fábrica 
[image: image498.wmf]i

 para todas as quatro lojas.   
A matriz 
[image: image499.wmf]Y

 é dada por 
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[image: image501.wmf]11

y

indica o custo total com transporte, da fábrica 
[image: image502.wmf]1,

 para as quatro lojas; e 
[image: image503.wmf]1k

y,

 com 
[image: image504.wmf]2k3,
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 indica o custo total que a fábrica 
[image: image505.wmf]1

 teria para transportar a produção das fábricas 
[image: image506.wmf]2

 e 
[image: image507.wmf]3

 para as quatro lojas.
Resposta da questão 5:
a) Sabendo que 
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Desse modo, 
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e, portanto, 
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ou seja, os vértices do triângulo 
[image: image515.wmf]Q

 são 
[image: image516.wmf]A'(0,0),



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image517.wmf]B'(4,43)
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 e 
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b) A área do triângulo 
[image: image519.wmf]A'B'C'

 é dada por 
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Resposta da questão 6:
a) Calculando o determinante temos det(A) = x3 – 100x.
Considerando 16x3 – 100x > 0 [image: image521.wmf]Û

4x.(4x2 – 25) > 0, temos x [image: image522.wmf]x
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Aula 26(determinantes e sistemas)

1. (Ufsc 2015)  Se a terna 
[image: image525.wmf](a,b,c)

 é solução do sistema 
[image: image526.wmf]x2yz9
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 então calcule o valor numérico de 
[image: image527.wmf](abc).
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2. (Uel 2014)  Uma padaria possui 3 tipos de padeiros, classificados como A, B e C. Essa padaria é bem conhecida na cidade pela qualidade do pão francês, da baguete e do pão de batata.

Cada padeiro do tipo A produz, diariamente, 30 pães franceses, 100 baguetes e 20 pães de batata.

Cada padeiro do tipo B produz, diariamente, 30 pães franceses, 70 baguetes e 20 pães de batata.

Cada padeiro do tipo C produz, diariamente, 90 pães franceses, 30 baguetes e 100 pães de batata.

Quantos padeiros do tipo A, do tipo B e do tipo C são necessários para que em um dia a padaria produza, exatamente, 420 pães franceses, 770 baguetes e 360 pães de batata?

Apresente os cálculos realizados na resolução desta questão. 
3. (Ufpr 2014)  No processo de preparação de uma mistura, foi necessário estudar o sistema linear:
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Nesse sistema, p, q e r representam as quantidades dos três elementos envolvidos na mistura. 

a) Calcule o determinante da matriz dos coeficientes desse sistema. 

b) Resolva o sistema. 
4. (Ufg 2014)Considere a função dada por


[image: image529.wmf]2

2

2

log(x2)1

f(x)

log(x4)3

-

=

-


definida no conjunto 
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De acordo com o exposto, determine o valor de 
[image: image531.wmf]x

cuja imagem pela função 
[image: image532.wmf]f

é igual a 2. 
5. (Uerj 2013)  A ilustração abaixo mostra seis cartões numerados organizados em três linhas. Em cada linha, os números estão dispostos em ordem crescente, da esquerda para a direita. Em cada cartão, está registrado um número exatamente igual à diferença positiva dos números registrados nos dois cartões que estão imediatamente abaixo dele. Por exemplo, os cartões 1 e Z estão imediatamente abaixo do cartão X.

[image: image533.wmf]
Determine os valores de X, Y e Z. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
06.
Tomando a matriz ampliada do sistema e escalonando, obtemos
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Portanto, o sistema escalonado equivalente é 
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 Resolvendo esse sistema, obtemos facilmente 
[image: image536.wmf]x1,y3
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Resposta da questão 2:
Sejam 
[image: image539.wmf]a,b

 e 
[image: image540.wmf]c,

 respectivamente, o número de padeiros do tipo 
[image: image541.wmf]A,

 do tipo 
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 e do tipo 
[image: image543.wmf]C.

 Temos   
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Portanto, são necessários 
[image: image545.wmf]5

 padeiros do tipo 
[image: image546.wmf]A,


[image: image547.wmf]3

 padeiros do tipo 
[image: image548.wmf]B

 e 
[image: image549.wmf]2

 padeiros do tipo 
[image: image550.wmf]C.


Resposta da questão 3:
a) A matriz dos coeficientes do sistema é 
[image: image551.wmf]121
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 Logo, seu determinante é igual a   
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b) Tomando a matriz ampliada do sistema e aplicando as operações elementares sobre matrizes, vem
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Donde 
[image: image555.wmf]r24q
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 são números reais não negativos, deve-se ter 
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 Portanto, fazendo 
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 segue-se que o conjunto solução do sistema é 
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Resposta da questão 4:
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Resolvendo a equação, temos 
[image: image563.wmf]x2
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 ou 
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ou
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Como 
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 temos 
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Resposta da questão 5:
De acordo com as informações, obtemos
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Aula 27(noções de lógica)

1. (Insper 2014)Dentro de um grupo de tradutores de livros, todos os que falam alemão também falam inglês, mas nenhum que fala inglês fala japonês. Além disso, os dois únicos que falam russo também falam coreano. Sabendo que todo integrante desse grupo que fala coreano também fala japonês, pode-se concluir que, necessariamente, 
a) todos os tradutores que falam japonês também falam russo. 
b) todos os tradutores que falam alemão também falam coreano. 
c) pelo menos um tradutor que fala inglês também fala coreano. 
d) nenhum dos tradutores fala japonês e também russo. 
e) nenhum dos tradutores fala russo e também alemão. 
2. (Insper 2014)Os organizadores de uma festa previram que o público do evento seria de, pelo menos, 1.000 pessoas e que o número de homens presentes estaria entre 60% e 80% do número de mulheres presentes. Para que tal previsão esteja errada, basta que o número de
a) homens presentes na festa seja igual a 360. 
b) homens presentes na festa seja igual a 500. 
c) homens presentes na festa seja igual a 1.000. 
d) mulheres presentes na festa seja igual a 650. 
e) mulheres presentes na festa seja igual a 1.000. 
3. (G1 - cps 2014)O trekking é uma atividade do turismo de aventura que consiste em uma caminhada por ambientes naturais.

Ao realizar um trekking por uma trilha estreita à beira de um abismo, um grupo de cinco amigos decidiu, por segurança, andar em fila indiana.

Nessa fila, os amigos se distribuíram da seguinte forma:

- Isabela estava à frente de Marcos e de Carol;

- Carol estava à frente de Álvaro;

- Vera estava à frente de Isabela, e

- Álvaro não era o último da fila.

Assim sendo, a pessoa que ocupou a posição central na fila foi
a) Álvaro. 
b) Carol. 
c) Isabela. 
d) Marcos. 
e) Vera. 
4. (Fgv 2014)  Conta a lenda: 


Havia um rei que tinha costume de dar liberdade a um prisioneiro no dia do seu aniversário. Em certa ocasião levou três condenados a um quarto escuro, no qual havia três chapéus brancos e dois chapéus negros. Contou aos prisioneiros quantos chapéus havia e a cor de cada um. Colocou um chapéu em cada prisioneiro, depois os tirou do quarto e levou-os a um lugar onde cada um pudesse ver o chapéu dos outros dois, mas não o seu. 
Perguntou ao prisioneiro A a cor do seu chapéu e ele não soube responder. 
O mesmo aconteceu com o prisioneiro B. 
Finalmente, fez a mesma pergunta ao prisioneiro C, que era totalmente cego e havia escutado as respostas dos outros dois. 
“Não necessito enxergar para saber que meu chapéu é branco.” 
Foi colocado em liberdade assim que todos observaram que havia acertado a resposta. 

a) Faça uma tabela em que apareçam todas as possibilidades das cores dos chapéus colocados nos prisioneiros. 

b) Explique por que o condenado C somente podia estar com o chapéu branco.  
5. (Fatec 2013)Na Lógica, tem-se que a proposição

Se ocorreP, então ocorre Q.

é equivalente à proposição

Se não ocorre Q, então não ocorre P.

Assim sendo,

Se x < 3, então y = – 4 

é equivalente a 
a) Se x > 3, então y 
[image: image569.wmf]¹

 – 4. 
b) Se x 
[image: image570.wmf]³

3, então y 
[image: image571.wmf]¹

 4. 
c) Se y 
[image: image572.wmf]¹

4, então x 
[image: image573.wmf]³

 3. 
d) Se y 
[image: image574.wmf]¹

 – 4, então x> 3. 
e) Se y 
[image: image575.wmf]¹

 – 4, então x 
[image: image576.wmf]³

3. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
[E]
Considere o diagrama, em que 
[image: image577.wmf]U

 é o conjunto universo do grupo de tradutores, 
[image: image578.wmf]I

 é o conjunto dos tradutores que falam inglês, 
[image: image579.wmf]A

 é o conjunto dos tradutores que falam alemão, 
[image: image580.wmf]J

 é o conjunto dos tradutores que falam japonês, 
[image: image581.wmf]C

 é o conjunto dos tradutores que falam coreano e 
[image: image582.wmf]R

 o conjunto dos tradutores que falam russo.

[image: image583.wmf]
Portanto, como 
[image: image584.wmf]RA,
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 segue-se que nenhum dos tradutores do grupo fala russo e alemão. 
Resposta da questão 2:
[A]
Sejam 
[image: image585.wmf]h

 e 
[image: image586.wmf]m,

 respectivamente, o número de homens presentes e o número de mulheres presentes. Sabendo que 
[image: image587.wmf]hm1000
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 e 
[image: image588.wmf]0,6mh0,8m,
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 o número de mulheres presentes, de modo que a previsão esteja correta, é tal que


[image: image589.wmf]0,6mm1000m625.
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Logo, o número mínimo de homens é 
[image: image590.wmf]1000625375.
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Portanto, como 
[image: image591.wmf]360375,

<

 segue-se o resultado. 
Resposta da questão 3:
[B]
De acordo com as informações acima a fila será:

Vera, Isabela, Carol, Álvaro e Marcos.

Onde Carol ocupou a posição central. 
Resposta da questão 4:
a) Considere a tabela, em que 
[image: image592.wmf]b

 significa branco e 
[image: image593.wmf]n

 significa negro.  
	
	Prisioneiros

	
	A
	B
	C

	Cor do Chapéu
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b) Para que 
[image: image594.wmf]A

 não saiba a cor do seu chapéu, os chapéus de 
[image: image595.wmf]B

 e 
[image: image596.wmf]C

 não podem ser ambos negros. Logo, 
[image: image597.wmf]B

 detém essa informação. Analogamente, como 
[image: image598.wmf]B

 também não soube responder, os chapéus de 
[image: image599.wmf]A

 e 
[image: image600.wmf]C

 não podem ser ambos negros. Finalmente, o chapéu de 
[image: image601.wmf]C

 não pode ser negro, pois, após a resposta de 
[image: image602.wmf]A,

 o prisioneiro 
[image: image603.wmf]B

 saberia que o seu chapéu só poderia ser branco. Portanto, o chapéu de 
[image: image604.wmf]C

 só pode ser branco. 
Resposta da questão 5:
[E]

[image: image605.wmf]~(y4)y4

~(x3)x3
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Logo: 

Se x < 3, então y = – 4é equivalente a Se 
[image: image606.wmf]y4,

¹-

 então 
[image: image607.wmf]x3.
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