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ÁREAS
1. (Fuvest 2016)  São dadas três circunferências de raio 
[image: image1.wmf]r,

 duas a duas tangentes. Os pontos de tangência são 
[image: image2.wmf]1

P,

 
[image: image3.wmf]2

P

 e 
[image: image4.wmf]3

P.


[image: image5.wmf]
Calcule, em função de 
[image: image6.wmf]r,


a) o comprimento do lado do triângulo equilátero 
[image: image7.wmf]T

 determinado pelas três retas que são definidas pela seguinte exigência: cada uma delas é tangente a duas das circunferências e não intersecta a terceira;

b) a área do hexágono não convexo cujos lados são os segmentos ligando cada ponto 
[image: image8.wmf]1

P,

 
[image: image9.wmf]2

P

 e 
[image: image10.wmf]3

P

 aos dois vértices do triângulo 
[image: image11.wmf]T

 mais próximos a ele. 
2. (Ita 2016)  Um hexágono convexo regular H e um triângulo equilátero T estão inscritos em circunferência de raios 
[image: image12.wmf]H

R

 e 
[image: image13.wmf]T

R,

 respectivamente. Sabendo-se que H e T têm mesma área, determine a razão 
[image: image14.wmf]H

T

R

.

R

 
3. (Pucrj 2015)  Na figura abaixo, temos que:


[image: image15.wmf]ABAF6cm
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[image: image16.wmf]BC3cm
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[image: image17.wmf]CDEF2cm

==


[image: image18.wmf]
a) Calcule o valor de 
[image: image19.wmf]DE.


b) Calcule a área do polígono 
[image: image20.wmf]ABCDEF.

 
4. (Pucrj 2015)  A figura mostra um triângulo equilátero de lado 
[image: image21.wmf]1,

 um círculo inscrito e um segundo círculo tangente a dois lados do triângulo e tangente exteriormente ao primeiro círculo.

[image: image22.wmf]
a) Encontre o raio do maior círculo.

b) Encontre o raio do menor círculo.

c) Encontre a área da região sombreada, limitada por um lado do triângulo e pelos dois círculos. 
5. (Unicamp 2015)  A figura abaixo exibe um círculo de raio 
[image: image23.wmf]r

 que tangencia internamente um setor circular de raio 
[image: image24.wmf]R

 e ângulo central 
[image: image25.wmf].

θ

 

[image: image26.wmf]
Para 
[image: image27.wmf]60,

θ

=°

 determine a razão entre as áreas do círculo e do setor circular. 

6. (Ufg 2014)  Uma medalha, apresentada na figura a seguir, é fabricada retirando-se de um círculo de metal, a área que compreende a região sombreada (cinza escuro). Na figura, os pontos A, B, C, D, E e F são os vértices de um hexágono regular inscrito na circunferência de centro O e raio 
[image: image28.wmf]1cm.

 Os arcos AF, FE, ED, DC, CB e BA são arcos de outras circunferências com raio igual a 
[image: image29.wmf]1cm.


[image: image30.wmf]
Nessas condições, calcule a área da região sombreada (cinza escuro). 
7. (Ufg 2014)  Na figura a seguir, as circunferências 
[image: image31.wmf]123

C,C,C

 e 
[image: image32.wmf]4

C,

 de centros 
[image: image33.wmf]123

O,O,O

 e 
[image: image34.wmf]4

O,

 respectivamente, e mesmo raio r, são tangentes entre si e todas são tangentes à circunferência 
[image: image35.wmf]C

 de centro 
[image: image36.wmf]O

 e raio 
[image: image37.wmf]R.


[image: image38.wmf]
Considerando o exposto, calcule em função de 
[image: image39.wmf]R,

 a área do losango cujos vértices são os centros 
[image: image40.wmf]123

O,O,O

 e 
[image: image41.wmf]4

O.

 
8. (Ufsc 2014)  No livro A hora da estrela, de Clarice Lispector, a personagem Macabéa é atropelada por um veículo cuja logomarca é uma estrela inscrita em uma circunferência, como mostra a figura. 

[image: image42.wmf]
Se os pontos 
[image: image43.wmf]A,B

 e 
[image: image44.wmf]C

 dividem a circunferência em arcos de mesmo comprimento e a área do triângulo 
[image: image45.wmf]ABC

 é igual a 
[image: image46.wmf]2

273cm,

 determine a medida do raio desta circunferência em centímetros. 
9. (Fgv 2014)  A figura mostra um semicírculo cujo diâmetro AB, de medida R, é uma corda de outro semicírculo de diâmetro 2R e centro O. 

[image: image47.wmf]
a) Calcule o perímetro da parte sombreada. 

b) Calcule a área da parte sombreada.  
10. (Pucrj 2014)  Considere o triângulo equilátero 
[image: image48.wmf]ABC

 inscrito no círculo de raio 1 e centro O, como apresentado na figura abaixo.

[image: image49.wmf]
a) Calcule o ângulo 
[image: image50.wmf]µ

AOB.


b) Calcule a área da região hachurada.

c) Calcule a área do triângulo 
[image: image51.wmf]ABC.

 
11. (Ufg 2014)  Na figura a seguir, o círculo de centro O representa um terreno, o triângulo CDE uma piscina e a região sombreada um gramado.

[image: image52.wmf]
Sabendo que AB e CE são diâmetros do círculo, que a medida do segmento DE é igual a 6 metros, que o ângulo DCE mede 30 graus, e que AB é perpendicular ao segmento CD, calcule a área da região correspondente ao gramado. 
12. (G1 - cp2 2013)  Um dos esportes que mais tem atraído o público nos últimos anos é o MMA, em que as lutas são disputadas dentro de um ringue com a forma de um octógono regular. Segundo seu criador, Rorion Gracie, um dos fatores que levou à escolha deste formato de ringue foi o fato de seus ângulos internos evitarem que os lutadores fiquem presos nos cantos.

[image: image53.wmf]
a) Quanto mede cada um dos ângulos internos de um octógono regular? 

b) Qualquer octógono pode ser dividido em dois trapézios e um retângulo, conforme a figura abaixo. Calcule o valor aproximado da área interna desse octógono, sabendo que cada lado mede aproximadamente 
[image: image54.wmf]4

 metros. (use 
[image: image55.wmf]21,4)

@


[image: image56.wmf] 
13. (Ufmg 2012)  Na figura a seguir, o triângulo ABC tem área igual a 126. Os pontos P e Q dividem o segmento AB em três partes iguais, assim como os pontos M e N dividem o segmento BC em três partes iguais.

[image: image57.wmf]
Com base nessas informações,

a) Determine a área do triângulo QBN.

b) Determine a área do triângulo sombreado PQM. 
14. (Ufsc 2012)  Calcule a área, em cm2, de um triângulo retângulo cuja hipotenusa mede 10 cm e cujo raio da circunferência inscrita mede 1 cm.  
15. (Pucrj 2012)  Considere o triângulo acutângulo ABC. Sabemos que o segmento 
[image: image58.wmf]AB

 mede 13 e que o segmento 
[image: image59.wmf]AC

 mede 10. Seja 
[image: image60.wmf]BE

 a altura relativa ao vértice B, isto é, E pertence ao segmento 
[image: image61.wmf]  e  

ACBE

 é perpendicular a 
[image: image62.wmf],

AC

 conforme a figura. Sabemos que 
[image: image63.wmf]BE

 mede 12.

[image: image64.wmf]
a) Calcule quanto mede o lado 
[image: image65.wmf].

BC


b) Seja 
[image: image66.wmf]CF

 a altura relativa ao vértice C. Calcule o comprimento de 
[image: image67.wmf]CF

.

c) Seja X um ponto sobre o lado 
[image: image68.wmf].

BC

 Os pontos Y e Z pertencem aos lados 
[image: image69.wmf]AB

 e 
[image: image70.wmf],

AC

 respectivamente. Sabemos que 
[image: image71.wmf]XY

 é perpendicular a 
[image: image72.wmf]AB

, que 
[image: image73.wmf]XZ

 é perpendicular a 
[image: image74.wmf],

AC

 e que 
[image: image75.wmf]XY

= 5. Calcule o comprimento do segmento 
[image: image76.wmf]XZ

. 
Gabarito:  
Resposta da questão 1:
 a) O triângulo equilátero descrito é o “externo” que contém as três esferas. Assim, seu lado será igual a:
[image: image77.wmf]
Ou seja:


[image: image78.wmf](
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b) Considerando como A, B e C os vértices do triângulo equilátero “externo” pode-se desenhar:

[image: image79.wmf]
Assim, percebe-se que a área destacada em azul se dá por:


[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

azulamarelo

2

2

azul

2

2222

2222222

2

azul

SSS

2r313

r2r31

lado3

rlado

S33

4242

3r313r313r32313r31

33r6r3r33r3r3r3r

Sr33

=-

éù

×+×

××+

×

ëû

=-×=-×=

×+-×+=×++-×+=

++--=+

=×+

V

V

V

  
Resposta da questão 2:
 Considerando que 
[image: image81.wmf]x

 é a medida do lodo do hexágono regular e 
[image: image82.wmf]y

 a medida do lado do triângulo equilátero, temos:
[image: image83.wmf]
Considerando que a área do hexágono é igual a área do triângulo, podemos escrever que:


[image: image84.wmf]22
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Portanto,
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Resposta da questão 3:
 a) Teremos:
[image: image86.wmf]
Aplicando o Teorema de Pitágoras no triângulo 
[image: image87.wmf]EID,

 temos:


[image: image88.wmf]222
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b) Teremos:

[image: image89.wmf]
Considerando 
[image: image90.wmf]1

A

 a área do retângulo 
[image: image91.wmf]AGEF,

 
[image: image92.wmf]2

A

 a área do trapézio 
[image: image93.wmf]GHDE

 e 
[image: image94.wmf]3

A

 a área do retângulo 
[image: image95.wmf]HBCD,

 podemos calcular a área 
[image: image96.wmf]A

 do polígono 
[image: image97.wmf]ABCDEF

 da seguinte forma:
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Resposta da questão 4:
 
[image: image99.wmf]
a) 
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c) Teremos:

[image: image102.wmf]
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Resposta da questão 5:
 a) Considere a figura.
[image: image105.wmf]
Como o círculo e o setor são tangentes internamente, temos 
[image: image106.wmf]ACR,
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[image: image107.wmf]OBOCr
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 e 
[image: image108.wmf]µ
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 Logo, segue que 
[image: image109.wmf]AOACOCRr.
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 Portanto, do triângulo 
[image: image110.wmf]ABO,

 vem
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Em consequência, a razão pedida é igual a
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b) Se 
[image: image113.wmf]R4r,

=

 então, do triângulo 
[image: image114.wmf]ABO,

 obtemos
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Por conseguinte, vem
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Resposta da questão 6:
 
[image: image117.wmf]
Calculando a área do segmento circular assinalado na figura:


[image: image118.wmf]22
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A área assinalada será a diferença entre a área de um hexágono regular e a área do segmento circular multiplicada por 6.
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Resposta da questão 7:
 Considere a figura, em que 
[image: image120.wmf]AB

 é um diâmetro da circunferência de centro 
[image: image121.wmf]O

 e raio 
[image: image122.wmf]R.

  
[image: image123.wmf]
Como o triângulo 
[image: image124.wmf]12

OOO

 é retângulo isósceles, segue-se que 
[image: image125.wmf]24

OOOOr2.

==

 Logo,   
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Portanto, como 
[image: image127.wmf]1234
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 é quadrado, temos
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Resposta da questão 8:
 Como os arcos determinados por 
[image: image129.wmf]A,B

 e 
[image: image130.wmf]C

 têm mesmo comprimento, segue-se que o triângulo 
[image: image131.wmf]ABC

 é equilátero. Além disso, sabendo que a área de um triângulo equilátero inscrito numa circunferência de raio 
[image: image132.wmf]r

 é dada por 
[image: image133.wmf]2
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Resposta da questão 9:
 a) Considere a figura.
[image: image135.wmf]
Como [image: image136.wmf]AOBOABR,

===

 tem-se que o triângulo [image: image137.wmf]ABO

 é equilátero. Logo, o perímetro da parte sombreada é dado por
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b) A área da parte sombreada é igual a
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Resposta da questão 10:
 a) Sendo 
[image: image140.wmf]ABC

Δ

 equilátero, os vértices 
[image: image141.wmf]A,B

 e 
[image: image142.wmf]C

 dividem a circunferência em três arcos congruentes de medida igual a 
[image: image143.wmf]360
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b) Sabendo que o lado 
[image: image144.wmf]l

 de um triângulo equilátero, inscrito num círculo de raio 
[image: image145.wmf]r,

 é dado por 
[image: image146.wmf]r3,
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 segue-se que 
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 Portanto, a área pedida é igual a      
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c) De [B], vem
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Resposta da questão 11:
 
[image: image150.wmf]
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Logo, 
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A área pedida será dada por: 
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Resposta da questão 12:
 a) Como o octógono é regular, seu ângulo cêntrico é igual ao seu ângulo externo, ou seja:

[image: image155.wmf]360
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E assim, seu ângulo interno será:
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b) Com os dados do enunciado, pode-se deduzir:

[image: image157.wmf]
Considerando a área amarela como metade de um quadrado de lado
[image: image158.wmf]x,

, pode-se escrever:
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Resposta da questão 13:
 a) 
[image: image161.wmf]22
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b) 
[image: image162.wmf]22
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Portanto:
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Resposta da questão 14:
 
[image: image164.wmf]
x – 1 + y – 1 = 12
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x2 + y2 + 2xy = 144

100 + 2xy = 144

xy = 22.

Logo, a área de um triângulo será dada por:
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Resposta da questão 15:
 
[image: image166.wmf]
a) 
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Portanto, os triângulos EAB e ECB são congruentes pelo caso LAL e BC = 13.

b) 
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