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 LISTA PFV  - FUNÇÃO EXPONENCIAL, FUNÇÃO LOGARÍTMICA 

E ANÁLISE COMBINATÓRIA - GABARITO
1) Calcule o valor da expressão
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      Solução.
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Logo,
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2) Observe a figura ao lado. Nessa figura, está representado o gráfico de f(x) = k((x sendo k e ( constantes positivas.

a) Determine os valores das constantes k e (.

Solução. Os pontos assinalados no gráfico são (0, 3/2) e ((3,12) e substituindo-os na função temos:

 
[image: image7.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

a

Þ

=

a

Þ

=

a

Þ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

a

Þ

=

a

Þ

=

a

Þ

=

a

Þ

=

a

=

Þ

=

Þ

=

a

-

-

-

-

2

1

2

1

8

1

8

1

8

3

2

.

12

12

.

2

3

12

.

k

2

3

k

2

3

1

.

k

2

3

.

k

3

3

3

3

3

3

0

 Logo, 
[image: image8.wmf]2

1

e

2

3

k

=

a

=

.                                          
b) Calcule o valor de f(2).
Solução
         Substituindo 
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         Portanto, 
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3) Determine o conjunto-solução da equação 
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      Solução                                         
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4) Determine o valor de x, real, que satisfaz a equação 
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      Solução                                                                
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Logo, x = 2.
5) Qual é o valor da soma das raízes da equação 
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      Solução                                       
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      Fazendo a substituição 22x = y2 e 2x = y, temos que:
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y1 = 2 ou y2 =1/4

Se y = 2 ( 2x = 2 (x = 1.

Se y = 1/4  ( 2x = 1/4 ( 2x = 2(2  (x = (2 .

Logo, a soma das raízes é 1 – 2 = –1.                 
6) Na equação 
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      Assim, x/y = 64.
7) Dados log 2 = a e log 3 = b, calcule em função de a e b:
a) log 180  
    Solução
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            Portanto, 
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b) log 0,36 
Solução
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            Portanto, 
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8) Admitindo-se que log5 2 = 0,43 e log5 3 = 0,68, calcule log5 1,2         
Solução  
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 Portanto, 
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9) Se log E = (1/2) log a + 5 log b – 3 log c, determine E.
Solução
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  Logo, 
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10) Calcule a soma log2/3 + log3/4 + log4/5 + ... + log19/20.    
Solução       
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       Portanto, 
[image: image31.wmf].

1

20

19

log

19

18

log

6

5

log

5

4

log

4

3

log

3

2

log

-

=

+

+

+

+

+

+

L


11) Resolva as equações, em IR:

a) log3 (2x – 1) – log3 (5x + 3) = –1

   Solução.  C.E.: 2x -1 > 0 e 5x + 3 >0 (2x > 1 e 5x > –3 ( x > 1 /2 e x > –3/5 ( x > 1 /2.
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        S = { 6 }                                                                                                                    
b) 2 log x = log 4 + log (x + 3) 

Solução.  C.E.: x  > 0 e x + 3 >0 ( x > 0 e x > –3 (  ( x > 0.

2 log x = log 4 + log (x + 3) ( log x2 = log [4.(x + 3)] ( log x2 = log (4x + 12) ( x2 = 4x + 12
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Pela condição de existência, x > 0, então x = 6.
S = { 6 }

12) Um aluno do curso de biologia estudou durante nove semanas o crescimento de uma determinada planta, a partir de sua germinação. Observou que, na primeira semana, a planta havia crescido 32 mm. Constatou ainda que, em cada uma das oito semanas seguintes, o crescimento foi sempre a metade do crescimento da semana anterior. Quanto a planta cresceu na sétima semana, em milímetros?                                                                                                                         
      Solução. Seja 
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a função que descreve o crescimento da planta, em milímetros, na semana x.
       Se 
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       A planta cresceu 0,5mm na 7ª semana.

13) Considere que num recipiente, no instante t = 0, um número No de bactérias estão se reproduzindo normalmente. É aceito cientificamente que o número de bactérias num certo instante t > 0 é dado pela equação N(t) = No(Kt sendo N(t) o número de bactérias no instante t, em horas, e K uma constante que depende do tipo de bactéria.

Suponhamos que, num certo instante, observou-se que havia 200 bactérias, no recipiente, reproduzindo-se normalmente. Passadas 12 horas, havia 600 bactérias.

a) Determine o valor das constantes No e K.

Solução
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    Logo,
[image: image37.wmf]12
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b) Quantas bactérias existirão após 48 horas do início da observação?

Solução. Fazendo 
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 na equação N(t) = No(Kt ,  temos: 
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 Assim, existirão16.200 bactérias após 48 horas.

14) O decaimento radioativo do estrôncio 90 é descrito pela função 
[image: image41.wmf]P(t) = P0. 2(bt, onde t é um instante de tempo, medido em anos, b é uma constante real e P0 é a concentração inicial de estrôncio 90, ou seja, a concentração no instante t = 0.

a) Se a concentração de estrôncio 90 cai pela metade em 29 anos, isto é, se a meia-vida do estrôncio 90 é de 29 anos, determine o valor da constante b.

Solução. Se a concentração de estrôncio 90 cai pela metade em 29 anos, então P(t) = P0 / 2 para t = 29.
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Logo, 
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b) Dada uma concentração inicial P0, de estrôncio 90, determine o tempo necessário para que a concentração seja reduzida a 20% de P0. (Use log2 10 (3,32.)
Solução. A concentração ser reduzida a 20% de P0, significa que P(t) = P0/5. Então
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Mas, log22 = 1 e
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O tempo necessário para que a concentração seja reduzida a 20% de P0 é de 67,28 anos

15) A temperatura média da Terra começou a ser medida por volta de 1870 e em 1880 já apareceu uma diferença: estava (0,01)°C (graus Celsius) acima daquela registrada em 1870 (10 anos antes). A função 
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, com t(x) em °C e x em anos, fornece uma estimativa para o aumento da temperatura média da Terra (em relação àquela registrada em 1870) no ano (1880 + x), x ( 0. Com base nessa função, determine em que ano a temperatura média da Terra terá aumentado 3°C. (Use log2 3 (1,6 e log2 5 ( 2,3)

Solução

       t(x)= 3º C
       1880+x = ?
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Logo,1880 + x = 1880 +164 = 2044.
     A temperatura média da Terra terá aumentado 3°C em  2044. 

16) Uma peça metálica foi aquecida até atingir a temperatura de 50 °C. A partir daí, a peça resfriará de forma que, após t minutos, sua temperatura T (em graus Celsius) será igual a  
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. Determine em quantos minutos a peça atingirá a temperatura de 35 °C. (Use 
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Solução

      T(t) = 35º C

       t = ?
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A peça atingirá a temperatura de 35 °C em 7minutos.
17) Numa fábrica, o lucro originado pela produção de x peças é dado em milhares de reais pela função  
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a) Sabendo que não havendo produção não há lucro, determine k.  
     Solução. Se não há produção não há lucro então, x = 0 ( L(x) = 0. 
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O valor de k é igual a – 2.
b) Determine o número de peças que é necessário produzir para que o lucro seja igual a mil reais.  
           Solução. Como o lucro é dado em milhares de reais e k = (2 (calculado no item (a)), temos: 
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      Será necessário produzir 900 peças para que o lucro seja de mil reais.  
18) A Numa eleição para a diretoria de um clube concorrem 3 candidatos a diretor, 2 a vice-diretor, 3 a primeiro secretário e 4 a tesoureiro. Calcule o número de resultados possíveis da eleição.
Solução. Na eleição para um diretor, um vice-diretor, um secretário e um tesoureiro, podemos ter 3x2x3x4=72 resultados possíveis. 
19) Quantos números ímpares de 4 algarismos distintos podem ser formados com os dígitos 1, 2, 3, 4, 5 e 6? 

Solução. Vamos representar um número de 4 algarismos por  _ _ _ _ onde o símbolo _ representa um algarismo e indicaremos o número de possibilidades de escolher  um algarismo para cada posição, conforme ilustrado abaixo. Começaremos pelo algarismo que ocupa a posição da unidade simples, pois há a restrição que o número deve ser ímpar. Sabemos que um número é ímpar quando termina em algarismo ímpar, isto é, o algarismo da unidade simples deve ser ímpar. Então temos três algarismos possíveis : 1 ou 3 ou 5 para a última posição. Assim temos a seguinte representação esquemática:
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onde o ponto de interrogação representa os números de possibilidades das posições, os quais ainda vamos determinar. Para estas posições, lembremos que os algarismos devem ser distintos. Como temos que escolher entre  6 algarismos: 1, 2, 3, 4, 5 e 6 e já utilizamos um algarismo ímpar, logo sobraram 5 possíveis algarismos para ocupar a 1ª posição. E, por raciocínio análogo, temos 4 e 3  possibilidades para o algarismos que ocuparâo a 2ª e 3ª posições, respectivamente.  Assim, temos
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5x4x3x3 = 180 números ímpares de 4 algarismos distintos.

20) Quantos números de 3 algarismos distintos podemos formar com os algarismos de 1 a 9, onde o algarismo 2 aparece exatamente uma vez? 

Solução. Temos 3 casos possíveis nos quais o algarismo 2 apareça exatamente uma única vez:      
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        ou       
[image: image59.wmf]2

        ou        
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Vamos contar a quantidade de algarismos que podem ser usados em cada posição, lembrando que queremos formar números de 3 algarismos distintos com os algarismos de 1 a 9, onde o algarismo 2 aparece exatamente uma vez:
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Assim, para cada caso, obtemos 1x8x7 = 56 números. E, no total, são 3x56 = 168 números.
21) Para ter acesso a uma sala reservada, cada usuário recebe um cartão de identificação com 4 listras coloridas, de modo que qualquer cartão deve diferir de todos os outros pela natureza das cores ou pela ordem das mesmas nas listras. Operando com 5 cores distintas e observando que listras vizinhas não tenham a mesma cor, quantos usuários podem ser identificados?

       a) 10                        b) 20                        c) 120                          d) 320                          e) 625
Solução. Vamos representar o cartão de identificação usando 4 traços, onde cada traço representa uma lista colorida. Comecemos por determinar quantas cores podemos usar para pintar a 1ª lista: 5. Em seguida, para a 2ª listra, temos 4 possibilidades de cores, pois não podemos repetir a cor já usada. Para a 3ª listra, temos novamente 4 possibilidades, pois não podemos repetir a cor da 2ª listra, mas podemos repetir a cor da 1ª listra (somente são vizinhas da 3ª listra a 2ª e a 4ª listras). Analogamente, temos 4 possibilidades para a 4ª listra..
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Assim, 5x4x4x4 = 320 usuários podem ser identificados.
Letra d.
22) (PUC-SP) Alfredo, Armando, Ricardo, Renato e Ernesto querem formar uma sigla com cinco símbolos, onde cada símbolo é a primeira letra de cada nome. O número total de siglas possíveis é:

       a) 10                       
b) 24                        c) 30                            d) 60                            e) 120
Solução. AARRE é uma das siglas possíveis com as inicias dos cinco nomes citados no enunciado. Para determinar o total de siglas possíveis, devemos determinar o numero de anagramas distintos de AARRE. Observe que as letras A e R aparecem 2 vezes cada uma. Assim, o número de siglas possíveis é:
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23) Em relação à palavra BEATRIZ, determine:

a) o número de anagramas;
      Solução. 
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anagramas distintos.
b) o número de anagramas que começam por consoante.

Solução. Há 4 consoantes na palavra BEATRIZ. Logo, para a 1ª letra, temos 4 possibilidades para escolher uma consoante e depois fazemos uma permutação simples (sem repetição) das outras 6 letras. Assim, são
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anagramas distintos.

c) o número de anagramas que começam por vogal e terminam por consoante.

Solução. Há 4 consoantes  e 3 vogais na palavra BEATRIZ. Logo, para a 1ª letra, temos 3 possibilidades para escolher uma vogal e para a última, 4 possibilidades de escolher um consoante. Depois, fazemos uma permutação simples (sem repetição) das outras 5 letras. Assim, são
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 anagramas distintos.

24) Três ingleses, quatro americanos e cinco franceses serão dispostos em fila de modo que as pessoas de mesma nacionalidade estejam sempre juntas. De quantas maneiras distintas a fila poderá ser formada?

Solução. Fixe uma ordem para as nacionalidades. Por exemplo, ingleses, americanos e franceses. 

Considere as pessoas de mesma nacionalidade como se fossem um único “bloco”:
[image: image98.png]



Então haverá 3!x4!x5! maneiras de colocar os ingleses ,depois os americanos e por último os franceses  em fila.

Agora, podemos também permutar as nacionalidades: 3!. Logo, haverá
                                          3!x3!x4!x5! = 6x6x24x120 = 103 680 
maneiras distintas de colocar as pessoas em fila de modo que pessoas de mesma nacionalidade fiquem juntas.
25) Deseja-se dispor em fila cinco crianças: Marcelo, Rogério, Reginaldo, Danielle e Márcio. Calcule o número das distintas maneiras em que elas podem ser dispostas, de modo que Rogério e Reginaldo não fiquem juntos.
Solução.  Uma maneira de calcular o número das distintas maneiras em que as crianças podem ser dispostas, de modo que Rogério e Reginaldo não fiquem juntos é calcular o número de maneiras distintas de dispor as 5 crianças em fila e subtrair, desse valor, o números das distintas maneiras em que elas podem ser dispostas, de modo que Rogério e Reginaldo  fiquem sempre juntos.

        O número de maneiras distintas de dispor 5 crianças em fila é 
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Para calcular o número de maneiras distintas de dispor 5 crianças em fila de maneira que Rogério e Reginaldo fiquem  sempre juntos, considere Rogério e Reginaldo nesta ordem e representemo-los  como se fossem um único “bloco”:

Então há 
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maneiras distintas de formarmos uma fila.
Agora, considere Rogério e Reginaldo juntos e em qualquer ordem. Então há 2!x4! = 2x24 = 48 maneiras distintas de formar uma fila com Rogério e Reginaldo juntos e e em qualquer ordem.
Logo, temos 120 – 48 = 72 maneiras distintas de dispor as 5 crianças em fila de modo que Rogério e Reginaldo não fiquem juntos.
26) Amarilis decidiu escolher uma senha para seu e-mail trocando de lugar as letras do seu nome.

a) De quantas maneiras distintas ela pode fazer isso?

Solução. Na palavra AMARILIS há 8 letras sendo 2 letras A e duas letras I. O número de senhas distintas é igual ao número de permutações com repetição das letras da palavra AMARILIS. Assim, temos:
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 senhas distintas.
b) Considerando que a senha escolhida deve ser diferente do próprio nome, quantas são as senhas possíveis?

Solução.  10080 -1 = 10079 senhas diferentes do nome AMARILIS.

c) Se ela quer que a senha contenha as letras L, M, S e R juntas e nesta ordem, quantas senhas distintas podem ser formadas?

Solução. Considere as letas L, M, S e R juntas e nesta ordem como se fossem uma única “letra”. Então temos 5 letras para permutar sendo 2 letras A e duas letras I.


 Logo, temos
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senhas.
27) Determine o número de anagramas da palavra ECONOMIA que não começam nem terminam com a letra O.
Solução. Na palavra ECONOMIA há 8 letras sendo duas letras O e as outras 6, todas distintas. Observe o seguinte esquema:
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Temos 6 possibilidades de escolher uma letra diferente da letra O para a 1ª posição e 5 possibilidades para a última posição. Assim, sobraram 6 letras, incluindo as duas letras O, para distribuir nas demais 6 posições.
Logo, temos 
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anagramas distintos da palavra ECONOMIA que não começam nem terminam com a letra O.

28) Um sítio da internet gera uma senha de 6 caracteres para cada usuário, alternando letras e algarismos. A senha é gerada de acordo com as seguintes regras:

- não há repetição de caracteres; 
[image: image75.wmf]
- começa-se sempre por uma letra;

- o algarismo que segue uma vogal corresponde a um número primo;

- o algarismo que segue uma consoante corresponde a um número par.

Quantas senhas podem ser geradas de forma que as três letras sejam A, M e R, em qualquer ordem?

Solução. Como as letras devem ser A, M e R, temos 3 letras e 10 algarismos, de 0 a 9, para serem usados.
Obedecendo às restrições, devemos formar senhas de 6 caracteres começando por uma letra e alternando  letras com algarismos. 
Fixemos, para as letra,s a ordem A, M e R. Começando com a letra A, temos 1 possibilidade para a 1ª posição; como A é vogal, o algarismo a seguir deve ser primo (2, 3, 5 ou 7). Porém,  não podemos repetir caracteres e como 2 é primo e par, vamos fazer a contagem separarando em 2 casos.

1º caso: o algarismo escolhido para ocupar a 2ª posição é o 2.
Neste caso, temos 1 possibilidade para a 1ª, 2ª, 3ª e 5ª posições. Como as letras M e R são consoantes, os algarismos que ocuparão a 4ª e 6ª posições deverão ser algarismos pares diferentes de 2 (0, 4, 6 ou 8). Logo, há 4 possibilidades para a 4ª posição, e 3, para a 6ª posição.
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Portanto, temos 1x1x1x1x4x1x3 = 12  senhas.
2º caso: o algarismo escolhido para ocupar a 2ª posição é primo diferente de 2.
Neste caso, temos 1 possibilidade para a 1ª, 3ª e 5ª posições e 3 possibilidades para a 2ª posição. Para a 4ª posição temos 5 possibilidades (0, 2, 4, 6 ou 8), e 4, para a 6ª posição .
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Portanto, temos 1x1x3x1x5x1x4 = 60 senhas.
Logo, temos 12 + 60 = 72 senhas com as letras A, M e R nesta ordem. 

Com as letras A, M e R, em qualquer ordem, podemos formar 3!x72 = 6x72 = 432 senhas.
29) Ana dispunha de papéis com cores diferentes. Para enfeitar sua loja, cortou fitas desses papéis e embalou 30 caixinhas de modo a não usar a mesma cor no papel e na fita, em nenhuma das 30 embalagens.

Qual a menor quantidade de cores diferentes que ela necessitou utilizar para a confecção de todas as embalagens?

Solução. Seja n o número de cores distintas. Como não podemos escolher papel e fita da mesma cor, então temos n maneiras de escolher a cor do papel e n – 1 maneiras de escolher a cor da fita.
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Assim, pelo Princípio Fundamental da Contagem, temos que
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Logo, o número mínimo de cores diferentes é 6.

30) (USP) Uma comissão deve ser formada para discutir e planejar o desenvolvimento da parte esportiva de sua escola. Sabendo-se que estes cinco alunos devem ser escolhidos de um grupo de dez alunos, então o número possível de escolhas é:

 a) 3                               b) 180
                       c) 21 600                      d) 252                          e) 210
Solução. Observe que uma comissão só difere de outra  se houver elementos diferentes entre elas. Assim, temos um agrupamento que é uma combinação simples de 10 alunos tomados 5 a 5. Então podemos formar
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 comisssões distintas.
Letra d.
31) Uma empresa tem doze diretores, sendo que um deles é presidente e outro é vice presidente. Quantas comissões distintas, de seis diretores, podem ser formadas, sempre contendo o presidente e o vice-presidente como um de seus membros?

Solução. Desejamos formar uma comissão da qual participem o presidente e o vice-presidente. Então devemos “fixar” os dois na comissão. Assim, faltam escolher 4 integrantes entre as 10 pessoas restantes. Logo, temos
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 comissões distintas das quais participam o presidente e o vice presidente.

32) A partir de um grupo de oito pessoas, quer-se formar uma comissão constituída de quatro integrantes. Nesse grupo, incluem-se Gustavo e Danilo, que, sabe-se, não se relacionam um com o outro.

Portanto, para evitar problemas, decidiu-se que esses dois, juntos, não deveriam participar da comissão a ser formada.

Nessas condições, de quantas maneiras distintas pode-se formar uma comissão da qual participe Gustavo?

Solução. Desejamos formar uma comissão da qual participe Gustavo e não participe Danilo. Então devemos retirar Danilo da contagem e fixar Gustavo na comissão. Logo, faltam escolher 3 integrantes entre as 6 pessoas restantes. Assim, temos
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 comissões distintas das quais Gustavo participa e Danilo não.
33) (PUC-SP) De um grupo de 9 professores, 5 lecionam matemática. Quantas comissões de 3 componentes podem ser formadas, de modo que em cada uma compareça pelo menos um professor de matemática?
             a) 80                           b) 79                        c) 84                             d) 83                          e) n.d.a. 

Solução. Como as comissões devem conter pelo menos um professor de matemática, vamos contar, primeiro, todas as comissões de 3 professores que são possíveis de serem formadas escolhendo-os entre os 9 professores.:

                                                    
[image: image83.wmf].
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Depois, desse total, retiramos  o número de comissões que não tem nenhum professor de matemática , que é
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comisssões distintas.
Assim, obtemos 84 – 4 = 80 comissões, onde pelo menos um dos componentes é professor de matemática.

Letra a.
34) Em um porta moedas há exatamente uma moeda de R$ 0,05, uma de R$ 0,10, uma de R$ 0,25, uma de R$ 0,50 e uma moeda de R$ 1,00

a) Quantos valores monetários diferentes podem ser formados com apenas duas dessas moedas?

Solução. Um exemplo de um valor monetário formado por duas moedas é: R$ 0,05 + R$ 0,10 = R$ 0,15. Observe que só podemos formar valores monetários diferentes trocando as moedas. Assim, os agrupamentos formados são combinações simples de 5 elementos tomados 2 a 2 :
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 valores monetários diferentes.

b) Quantos valores monetários diferentes podem ser formados com duas ou mais dessas moedas?

Solução. Podemos fazer combinações simples de 2 ou 3 ou 4 ou 5 valores monetários diferentes. Logo, temos:
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35) O vencedor de um concurso de redação de um colégio poderá, como prêmio escolher quatro livros, entre dez de Machado de Assis, sete de Érico Veríssimo e cinco de Clarice Lispector. De quantos modos distintos o vencedor poderá fazer a escolha de modo que:
a) sejam selecionados dois de Machado de Assis, um de Érico Veríssimo, e um de Clarice Lispector?
Solução. Há:
· 
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maneiras distintas de escolher 2 livros de Machado de Assis
· 
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 maneiras distintas de escolher um livro de Érico Veríssimo
· 
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 maneiras distintas de escolher um  livro de Clarice Lispector.
Logo, há 45x7x5 = 1575 maneiras distintas de escolhermos dois livros de Machado de Assis, um de Érico Veríssimo, e um de Clarice Lispector
b) nenhum livro escolhido seja de  Machado de Assis?
Solução. São 22 livros no total, sendo que 12 livros não são de Machado de Assis,

Para escolhermos 4 livros que não sejam de Machado de Assis devemos fazer combinações de 12 livros tomados 4 a 4:

[image: image90.wmf]495

9

x

5

x

11

1

x

2

x

3

x

4

9

x

10

x

11

x

12

!

4

x

!

8

!

8

x

9

x

0

x

111

x

12

!

4

x

!

8

!

12

C

4

12

=

=

=

=

=

 modos distintos.
c) pelo menos três livros de Clarice Lispector sejam escolhidos?
Solução. 

1º caso: escolhermos 3 livros de Clarice Lispector e 1 livro dos demais autores
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modos distintos
2º caso: escolhermos os 4 livros de Clarice Lispector 
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Logo, há 170 + 5 = 175 modos de escolher 4 livros sendo pelo menos três livros de Clarice Lispector.
d) sejam escolhidos livros de apenas dois autores e, de cada autor, sejam escolhidos exatamente dois livros?

Solução. Podemos escolher 4 livros das seguintes maneiras:

· 2 livros de Machado de Assis e 2 livros de Érico Veríssimo:
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· 2 livros de Machado de Assis e 2 livros de Clarice Lispector:
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· 2 livros de Érico Veríssimo e 2 livros de Clarice Lispector
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Logo, no total, há 945 + 450 +210 = 1605 modos distintos de escolhermos 4 livros, sendo livros de apenas dois autores e, de cada autor,  escolhidos exatamente dois livros.
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