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Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

QUESTOES DE NUMEROS COMPLEXOS DO ITA DE 1974 A 2017

ENUNCIADOS

1) (ITA 1974) Seja z, um numero complexo, solugdo da equagdo (z +1)° +2° = 0,
k=0,12,3,4. Podemos afirmar que:

a) todos os zy, k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma circunferéncia.

b) todos os z,, k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo real.

c) todos os zy, k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

d) a equacdo ndo admite solucao.
e) n.d.a.

2) (ITA 1975) Se 2,,Z,,23,Z4,Z5 s@o as raizes da equacéo (Z+1°+2°=0, e se
R(Z) indica a parte real de Z entdo podemos afirmar que :
a) R(Z)=0 para k=1,2,3 e R(Z;)=1 para t=4,5.

b) R(Zk)=—% para k=1,2,3,4,5.

C) Z4,Z5,23,2Z4,Zs sd0 nUmeros reais (ndo complexos).
d) R(Zyx)=2 para k=123 e R(Z;)=0 para t=4,5.
e) NDA

3) (ITA 1975) Se Z; e Z, sdo numeros complexos, Z;+Z, e Z;-Z, sdo ambos reais,
entdo podemos afirmar que

a) Z; e Z, sdo ambos reais ou Z; = Z>.

b) Z, e Z, sdo nimeros complexos ndo reais.

C) Z, e Z, sdo nimeros reais irracionais.

d) Z; € um ndmero complexo puro e Z, € um numero real.

e) NDA

T
4) (ITA 1976) As raizes de ordem 4 do nimero z=e 2, onde i é a unidade imaginéria,
séo:

4k

a) z, =C0s0Oy +isenO,, onde O, I n, com k=0,1,2,3.

+3k

b) zy =ei9k, onde 6y :1 n, com k=0,1,2,3.

C) zi =%, onde 0y =4kn, com k=0,1,2,3.

— 4k

d) zy =%, onde Ok L n, com k=0,1,2,3.

e)n.d.ra.
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5) (ITA 1976) Suponhamos que z; =a+Xi € z, =a+Vyi, a,x,yeR, a=0, x#0, sdo
dois numeros complexos, tais que z;-z, =2. Entdo, temos: (Observacdo: Z indica o
conjugado de z)

a) z1=7, e |zg|=|z,|=2

b) 2, =2, € |z1] =|z5| =2

) z1=2, € |z|=[z5| =2

d) z+z,=2ae a?+y’=4

e) n.d.r.a.

6) (ITA 1978) Seja z um numero complexo. Se z+1 é um namero real entdo podemos
z

afirmar:

a) z#0 e Re(z)>0.

b) Im(z)=0 ou |z| =1.

C) z é necessariamente um numero real.
d) 22 =-1.

e) n.d.a.

7) (ITA 1978) O lugar geométrico, no plano complexo, representado pela equacdo:
77 -2,7—-Z,z+k =0, onde k € um nimero real positivo e ‘zg‘ >k, é:

a) uma hipérbole com centro z,.

b) uma elipse com um dos focos em z,,.

¢) uma circunferéncia com centro em z,.

d) uma parabola com vértice em z,,.

e) n.d.a.

8) (ITA 1979) Estudando a equacdo 322° =(z+1)° no plano complexo, podemos
afirmar que:

a) A equacdo possui todas as raizes imaginarias, situadas numa circunferéncia de raio 1.
b) A equacdo possui 4 raizes imaginarias, situadas uma em cada quadrante.

¢) A equacdo possui 2 raizes imaginarias, uma no 1° quadrante e outra no 4° quadrante.
d) A equacdo possui 4 raizes imaginarias, duas no 2° quadrante e outras duas no 3°
guadrante.

e) A equacgdo possui 4 raizes imaginérias, duas no 1° quadrante e outras duas no 4°
guadrante.

9) (ITA 1980) Seja z um numero complexo de médulo 1 e de argumento 6. Se n é um

ndmero inteiro positivo, z" +— €igual a:
z

a) cos(no) b) 2cos(nod) c) sen(no)
d) 2sen(nd) e) sen(n0d)+cos(nod)
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10) (ITA 1981) Sejam a e k constantes reais, sendo a>0 e O<k<1. De todos os
nimeros complexos z que satisfazem a relagdo |z—ail<ak, qual é o de menor
argumento?

a) z=aky1-k? +ia-(1-k?)
b) z=ky1-k? —ia-(1-k?)
0) z=ky1-K2 —i-(1-K?)

d) z=—ky1-k2 —ia-(1-K?)
e) z=a+ik

11) (ITA 1981) O conjunto A definido por A= {z eC;(z-1D)-(z-1)= 4} representa no
plano complexo:
a) uma elipse cujos focos se encontram nos pontos i e —i.

b) uma circunferéncia de centro no ponto (0,1) e raio 2.
¢) uma circunferéncia de centro no ponto (0,0) e raio 4.
d) um par de retas que se cortam no ponto (1,1).

e) nenhuma das anteriores.
12) (ITA 1982) Considere a familia de curvas do plano complexo, definida por

1 . x ) .
Re(— =C, onde z é um complexo ndo-nulo e C é uma constante real positiva. Para
z

cada C temos uma:
a) circunferéncia com centro no eixo real e raio igual a C.

. N . .. 1
b) circunferéncia com centro no eixo real e raio igual a <
. A : . 1
¢) circunferéncia tangente ao eixo real e raio igual a —.
2C
d) circunferéncia tangente ao eixo imaginario e raio igual a PTe

_ . . . 1
e) circunferéncia com centro na origem do plano complexo e raio igual a <

13) (ITA 1983) Consideremos um numero complexo z que possui partes real e
2

imaginarias positivas tal que — tem argumento igual a % e log,(z+z+2)=3.
Zi

Nestas condi¢des, podemos afirmar que:
~ . z-7Z
a) nao existe /n (—j
i

b) 2% + n (ﬂ) — 324

C) z+2Z é um numero real.

3 .
d)(l) L+
z 108
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(1)3 (1+1)
e)|=| =-
108

(V3+i)"

3

14) (ITA 1984) Sabendo-se que n € um numero natural tal que é um nimero

real, podemos afirmar que:

a) n=6k, k=0,1,2,3,...

b) n=3-(2k+1), k=0,1,2,3,...

¢)n=3k, k=0,123,...

d) n=k, k=0,1,2,3,...

e) ndo existe valor de n natural tal que o numero dado seja real

15) (ITA 1985) Seja a um ndmero real. Os valores de zeC que satisfazem

10 10
(a+z_ j(a+(z_) jeRSéO
1+1 1-i

a) z=-a+iYal
b) n&o é possivel determina-los

¢) z=-iYal

d) ndo existe z € C tal que isto aconteca
e)todo zeC

16) (ITA 1986) No conjunto C dos ntimeros complexos seja o. tal que |o| <1. O lugar

Z—0o

geométrico dos pontos z e C que satisfazem a igualdade =1é:

l1-az
a) Uma circunferéncia de centro na origem e raio 1.

b) Uma hipérbole.

¢) Uma elipse de semieixo maior ou igual a 2.

d) Uma parabola.

e) Formado por duas retas concorrentes.

Nota: A notacdo o é usada para denotar o conjugado complexo de a.

17) (ITA 1987) Considerando z e w nimeros complexos arbitrarios e u=z-w+7Z-w,
entdo o conjugado de u serd necessariamente:

a) igual a |zllwl.

b) um ndmero imaginario puro.

¢) igual ao dobro da parte real de z+w.

d) igual ao dobro da parte real do niUmero z-w.

e) diferente de u.

18) (ITA 1987) Seja N o nimero de solucBes reais da equacdo senx =|2+3il. Entdo,
temos:

a) N>50 b) N =zero c) N=2

d) N=1 &) N>2 e N<10
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19) (ITA 1987) A soma de todas as raizes da equacgao z2-1=0 é
a) 1 b) 2 c) zero d) —242i e) 2++/3i

20) (ITA 1987) Seja S a colecdo de todos os nimeros complexos z, que sdo raizes da
equacdo |z|—z =1+2i, onde i é a unidade imaginaria. Entdo, podemos garantir que:

a) S:{S—Zi}
b) S:{%+2i,—%—2i}
0 S:{%+4kn;k:1,2,3}

d) S:{%+3i}
e) S={1+2ki;k=1,2,3!

21) (ITA 1988) O nimero natural n tal que (2i)" +(1+i)*" =—-16i onde i é a unidade
imaginaria do conjunto dos nimeros complexos, vale:
a)6 b) 3 c)7 d)4 e) ndo existe n

22) (ITA 1988) Seja a equacdo z* —a—hi=0 onde a e b sdo reais ndo nulos. Sobre as
raizes desta equacao podemos afirmar que:

a) Uma delas é um imaginario puro.

b) Os seus modulos formam uma progressao aritmética de razéo #Ia +bil.

¢) O seu produto é um imaginario puro.

d) Cada uma tem argumento igual a M.

e) A sua soma € zero.
Nota: arg(a+bi) denota o argumento do nimero a+ bi.

23) (ITA 1989) O produto dos nimeros complexos z = x +vyi, que tém modulo igual a

J2 e se encontram sobre a reta y = 2x —1 contida no plano complexo, é igual a:
a) 9_9

5 5

4 2i

o) R
)5 5

8 8i
¢) ==
5 5

d) 2+2i
e) ndo existe nenhum nimero complexo que pertenca a reta y=2x-1 e cujo modulo

seja J2.
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24) (ITA 1989) Considerando que a imagem da funcdo arcsen é o intervalo [—gﬂ e

i =+/—1, podemos garantir que arcsen LEXT onde x e R, esta definida;

1-xi

T
a) apenas para X =0 e vale >

b) paratodo x e R e vale g

c) apenas para x R tal que x| <1 e seu valor depende do valor de x.
d) apenas para x e R tal que x>1 e seu valor é m.
e) apenas para x € R tal que x <-1 e seu valor depende do valor de x.

25) (ITA 1989) O valor da expressio 1-z|° +/1+2z|*, sendo z um ndmero complexo, é:
a) 5se |z|<1.

b) 4, se |zl =1.

¢) 0, se Im(z) =0.

d) 2, para todo z.

e) 3, se Re(z)=0.

26) (ITA 1990) A igualdade 1+|z|=[1+z|, onde z € C, é satisfeita:

a) Para todo z € C tal que Re(z)=0 e Im(z) <0.
b) Paratodo z e C tal que Re(z)>0 e Im(z)=0.
¢) Para todo z € C tal que |z|=1.

d) Para todo z e C tal que Im(z)=0.

e) Paratodo z e C tal que |z| <1.

Nota: C denota o conjunto dos nimeros complexos, Re(z) a parte real de ze Im(z) a
parte imaginaria de z.

27) (ITA 1990) Considere as equagdes 2=i e 22+(2+i)z+2i=0 onde z é
complexo. Seja S; 0 conjunto das raizes da primeira equacéo e S, o da segunda. Entdo:
a) S| NS, e vazio.

b) $;S, = R.

c) S; possui apenas dois elementos distintos.

d) S; S, é unitario.

e) Sy S, possui dois elementos.

28) (ITA 1991) Se z=cost+isent, onde O<t<2m, entdo podemos afirmar que

w = 1rz é dado por:
1-z

a) icotg% b) itg% C) icotgt d) itgt e) n.d.a.
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29) (ITA 1991) Sejam w=a~+bi, com b=0 e a,b,ceR. O conjunto dos nimeros

complexos z que verificam a equacdo wz +wz +c =0, descreve:

a) um par de retas paralelas.
b) uma circunferéncia.
c¢) uma elipse.

- a
d) uma reta com coeficiente angular m = o

e) n.d.a.

30) (ITA 1992) Sabe-se que 2(cos%+isen %) € uma raiz quintupla de w. Seja S o

w—16+/2i
82

a) {2]/2 (cos7—+|sen7—) 2. (cos +isen j}
8 8 8

b) {2]/2 (cos—+|sengj,21/2 (cosgﬂsen—)}
{ V4. (cos—+|sen7—7c ,2]/4 (cosnﬂsen j}
4 4

d) {2]/4 cos—+|sen%nj,2]/4 cosg+|sen j}

e) nda

conjunto de todas as raizes de z* —2z% + =0. Um subconjunto de S é:

31) (ITA 1992) Considere o nimero complexo z=a+2i cujo argumento estd no

6

. T . . - P .
intervalo (O,E) Seja S o conjunto dos valores de a para 0s quais z~ € um numero real,

podemos afirmar que o produto dos elementos de S vale:

a) 4 b) % 08 d) %

e) nda

32) (ITA 1993) Resolvendo a equacao 22=2+7 no conjunto dos nimeros complexos,
sobre as solugdes conclui-se que:

a) nenhuma delas é um ndmero inteiro.

b) a soma delas é 2.

c) estas sdo em numero de 2 e sdo distintas.

d) estas sdo em numero de 4 e sdo 2 a 2 distintas.

e) uma delas é da forma z =bi com b real ndo nulo.

Nota: Por adenotamos o conjugado do nimero complexo a.

10
33) (ITA 1993) Seja a 0 médulo do nimero complexo (2—2\/§- i) . Entdo o valor de x

que verifica a igualdade (4a)* =a é:

10 5 3 1
a) — b) -2 Cc) — d) = e) =
) 1 ) ) g ) 5 ) c
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34) (ITA 1994) Considere as afirmagdes:
1. (cos0+isen0)'® = cos(100) +isen (100), para todo 0 e R.

2. i =1+2i
2+1
3. (1-i)'=—4
4.Se 22 =(2)?, entdo z é real ou imaginério puro.

5. O polindmio x*+x3—x-1 pOSSUi apenas raizes reais.

Podemos concluir que:

a) Todas sdo verdadeiras

b) Apenas quatro sao verdadeiras
) Apenas trés sdo verdadeiras

d) Apenas duas sdo verdadeiras
e) Apenas uma é verdadeira

35) (ITA 1994) Sejam x e y numeros reais, com x=0, satisfazendo

(x+iy)2 =(x+y)-i. Entdo:

a) X e y sdo nameros irracionais.

b) x>0e y<0

C) X € uma raiz da equacao x3 +3x% +2x—6=0.
d) x<0ey=x

N |+~

e) X2 +xy+y? =

36) (ITA 1995) Sejam z; e z, nimeros complexos com |z,|=|z,|=4. Se 1 é uma raiz
da equacéo zlz6 +zzz3 —8=0, entdo a soma das raizes reais é igual a
a) -1 b) —1+2%2 c) 1-2%3 d) 1+3%2 e) —1+3Y2

37) (ITA 1995) Seja z um nGmero complexo satisfazendo Re(z)>0 e

(z+0)? +z+il* =6. Se n é o menor natural para o qual z" é um imaginario puro, ent&o
n éigual a
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

93
38) (ITA 1996) O valor da poténcia (—ZJ é:

1+1
2) % b) 1—}2' 0 % ) 2% o (2 i

39) (ITA 1997) Seja S o conjunto dos numeros complexos que satisfazem,
simultaneamente, as equacBes: |z—3il=3 e |z+il=|z—2—il. O produto de todos os
elementos de S é igual a:

a) —2+i\3 b) 2J2+3iv3 ¢) 3/3-2i3 d) —3+3i e) —2+2i
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40) (ITA 1997) Considere no plano complexo um hexagono regular centrado em z, =1.
Represente por z;,z,,...,Z¢ Seus Vveértices, quando percorridos no sentido anti-horario.
Se z; =1 entdo 2z, éigual a

a) 2+4i

b) (V3-1)+(\3+3)i

¢) V6+(v2+2)i

d) (243-1)+(243+3)i

e) V2 + (6 +2)i

41) (ITA 1997) Considere os numeros complexos z=V2+i2 e w=1+iV3. Se

2
wb +3z2% + 4i |

== 3 -, entdo m vale:
Z°+w +6—2|‘
a) 34 b) 26 c) 16 d) 4 e)l
. , . x° —3xy2 =1 N .
42) (ITA 1998) Sejam x e y numeros reais tais que: . Entdo, o numero
3x2y—y3 =1

complexo z=x+iy é tal que z° e [z| valem, respectivamente:

Al-ied2 bp1+ied2 el d)-iel e)1+ie 32

43) (ITA 1998) Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sdo
as solucdes da equacdo z° =1. A &rea deste poligono, em unidades de é&rea, é igual a:

a) V3 b) 5 c) m d) % e) 2n

44) (ITA 1999) O conjunto de todos os numeros complexos z, z = 0, que satisfazem a
igualdade |z+1+il =|lz|-[1+il ¢

a) {ZEC:argz:%nJern,keZ}

zeC: argz_—+2kn keZ}

c) {ZGC lzl=1e argz_g+kn keZ}
d) {ZE(C lZl=2 e argz—z+2kn keZ}

e) izeC: argz_—+k7c keZ}
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45) (ITA 1999) Sejam a, e by, numeros reais com k=1,2,...,6. Os numeros
complexos z, =a, +i-by sdo tais que |z,|=2 e b, >0, para todo k=12,...,6. Se

. T x 1 x L
(a.ay,...,8g) € uma progressdo aritmética de razdo —= e soma 9, entdo z5 € igual a:
1,82 6 s 3

8 6.

a) 2i mg+? ) V3 +i
d) iﬁ+@| e ﬂ+@|
5 5 5 5

46) (ITA 2000) Seja z, o nimero complexo 1+i. Sendo S o conjunto solugdo no plano
complexo de |z—z,|=|z+2,| =2, entdo o produto dos elementos de S € igual a
a) 4(1-i) b) 2(1+i) c) 2(i-1) d) —2i e) 2i

47) (ITA 2001) A parte imaginria de ((1+cos2x)+isen2x)*, k inteiro positivo, e
real, é

a) 2sen® x cos® x b) sen xcos® x

c) 2%senkxcos® x d) 2%sen® x cosk x

e) senkxcos® x

48) (ITA 2001) O numero complexo z =

l1-cosa .1-2cosa+2sena T
+1 y ae Oy_ ]
senacosa sen 2a 2

T ;-
tem argumento T Nesse caso, a ¢ igual a:

a) L Q% mg

T
5 b) 9%

T
3
49) (ITA 2001) Seja z=1+i/3, z-W=1e a.e[0,2x] é um argumento de z-w, ent&o
o éigual a:

21 5n 3n

@g b) n o) d) % e)

50) (ITA 2002) Sejam a e b dois numeros complexos ndo-nulos, tais que a®+b® =0.
ZW +ZW = 6a

- , determine o valor de |a| de forma que
Zw —zw =8b

Se z,w e C satisfazem a {

lzw| =1.

51) (ITA 2002) Seja a equagdo em C, z* 7% +1=0. Qual dentre as alternativas
abaixo é igual a soma de duas das raizes dessa equagdo?

a) 243 m-@- cﬂ? d) —i @%
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52) (ITA 2003) Determine o conjunto dos nimeros complexos z para 0s quais 0 numero
Z2+7Z+2

W =
Jz-1+lz+1-3
identifique) esse conjunto geometricamente e faca um esboco do mesmo.

pertence ao conjunto dos ndmeros reais. Interprete (ou

53) (ITA 2003) Seja z € C. Das seguintes afirmacgdes independentes:

2iz% +57 —i . —2i7% +5z +i
I.Se w = 5 , entdo w = 5 .
1+32% +2iz+3lzI + 21zl 1+322 —2iz +3IzZI° + 2l
II.Sez#0e W=2IZ+—3_I+3, entio |W|SM.
(1+2i)z J5z]
2
1. Se w :(1+—')Z_, entéao 2argz+l € um argumento de w.
43 +4i 12
é(séo) verdadeira(s):
a) todas b) apenas | e Il c) apenas Il e Il
d) apenas I e IlI e) apenas Il
1+i 0, 7422 423 60|
54) (ITA 2004) Sendo Z=E, calcule | > z'|=lz+z°+2°+...4+2"|.
n=1

55) (ITA 2004) A soma das raizes da equagdo z° +22 —|zI> +22=0, zeC, é igual a
a) —2 b) -1 c)0 d)1 e) 2

56) (ITA 2004) Considere a funcdo f:R —>C, f(x)=2cosx+2isenx. Entdo,
vx,y € R, o valor do produto f(x)-f(y) é igual a

a) f(x+y) b) 2f (x+Y) c) 4if (x+vy)

d) f(xy) e) 2f (x)+2if (y)

W
assume valor
Z—-W

57) (ITA 2005) Seja z< C com |z|=1. Ent3o, a expressio

a) maior que 1, para todo w com |w|>1.

b) menor que 1, para todo w com |wl| <1.

) maior que 1, para todo w com w # z.

d) igual a 1, independente de w com w = z.
e) crescente para |w| crescente, com |wl </|z].

58) (ITA 2006) Se o €[0,2r) é o argumento de um ndmero complexo z=0 e n é um

n
, z : A
numero natural tal que (—j =isen(na), entdo, é verdade que:

|z|
a) 2no. é maltiplo de 2a.
b) 2no.—7 é maltiplo de 2.

madematica.blogspot.com
Pagina 11 de 68



Y R B G s R R T s

Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

¢) no.— = é maltiplo de Z.

4 2
d) 2no.—m é maltiplo ndo nulo de 2.
e) na.—2n & multiplo de =.

59) (ITA 2006) Se para todo zeC, [f(z)=lzl e [f(z)—f ()| =z-1l, entdo, para todo
zeC, FF(2)+FDF(2) éigual a:

a) 1 b) 2z ¢) 2Rez d) 2Imz e) 2|z
60) (ITA 2007) Determine o conjunto A formado por todos 0s numeros complexos z
tais que _+_22_:3e0<|z—2i|£1.

z-21 Z+2i

61) (ITA 2007) Assinale a opcdo que indica 0 mddulo do numero complexo

—_—, X# kTC, keZ.
1+icotgx
a) lcos x| b) 1+52en X c) cos? x d) lcossecxl ) Isenxl|

4
———j . Sendo x um ndmero

1-ix > (141 1-i
62) (ITA 2007) Considere a equacao 16(1—_j :E

+iX 1-i 1+i
real, a soma dos quadrados das solucGes dessa equacéo é
a)3 b) 6 c)9 d) 12 e) 15

63) (ITA 2008) Determine as raizes em C de 478 +256 =0, na forma a+bi, com
a,beRR, que pertengam a S={z e C; 1<|z+2|<3}.

64) (ITA 2008) Sejam o, BeC tais que |a|=|B|=1¢ |a—B|=JZ Entio o +B? é igual

a) -2 b) 0 0) 1 d) 2 e) 2i

65) (ITA 2009) Sejam x,yeR e
w = X2 (1+3i)+y2 (4—i)—x(2+6i)+y(-16+4i) e C. Identifique e eshoce o conjunto
Qz{(x,y)eRZ; Rew<-13e Im w< 4}.

54
66) (ITA 2009) Se a= cosg e b=sen g , entdo o numero complexo (cosgﬂsen gj

éigual a
a) a-+bi b) —a-+bi ) (1—2a2b2)+ab(1+ bz)i
d) a—bi e) (1—4a2b2)+2ab(1—b2)i
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15
67) (ITA 2010) Considere o polindmio p(x)= 3 a,x" com coeficientes a,=-1 e
n=0

ap =1+i-a,4, n=12,...,15. Das afirmagdes:
L p(-DgR,
1. [p(x)| <4-(3+2++/5), wxe[-11],

é (s&o) verdadeira(s) apenas
a) l. b) II. c) HI. d)ylell e) llelll

68) (ITA 2010) Os argumentos principais das solucbes da equacdo em z,
iz+32+(z+2)27i =0, pertence a

a) Fs_”[ b) }3_755_“{ c) {5_“3_”[
4 4 4 4 4 2
d) F,E{ur’—“,ﬁ[. &) }O,E[U}E,Zn[.
4 2 2 4 4 4
69) (ITA 20100 Se z ¢é uma solughio da equacdo em C,
12
2-7+|ef" = —{(\/EJr i)(\/i_l— i \ﬁ;lﬂ , pode-se afirmar que

8) i(z-z)<0. b)i(z-z)>0. ¢) [z]e[56]. d) [z][6,7]. ) >8.

1
Z+=
z

70) (ITA 2011) Sejam n>3 impar, ze C\{0} e z,,z,,...,Z, as raizes de z"=1.

Calcule o numero de valores ‘zi —zj‘ , ,j=12,...,n,com i= j, distintos entre si.

71) (ITA 2011) A soma de todas as solucdes da equacdo em C:z? +|z|2 +iz—1=0 é
igual a

[ 1 .
a) 2. b) —. c) 0. d) —=. e) -2i.
) ) 5 ) ) 5 )
72) (ITA 2011) Das afirmac@es abaixo sobre nimeros complexos z; e z,:
I |z, —2,| < ||Zl|—|22|| :

. 7 2,| =|Z] |Z,|-

1. Se z, =|z,|(cosO+i send) =0, z' :|z1|71 (cosO—1i send).

é (séo) sempre verdadeira(s)
a) apenas |. b) apenas I1. c) apenas IlI.
d) apenas Il e 11I. e) todas.

89
73) (ITA 2011) Dado z:%(—1+\/§i), entdo » z" éigual a

n=1
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a) —%\Ei. b) -1 00 d) 1 e) %\Ei

74) (ITA 2012) Se argz = g , entdo um valor para arg(—2iz) é

o i o 3n n
a) —= b) = c) = d) = e) —
)2 )4 )2 )4 )4

75) (ITA 2012) Seja z =n? (cos45° +isen45°) e w=n(cos15 +isen15°), em que n é

0 menor inteiro positivo tal que (1+i)" é real. Entdo, Zg igual a
w
a) 3 +i. b) 2(N3+i). o 2(v2+i).  d) 2(v2-i). e) 2(J3-i).

76) (ITA 2013) Para z=1+iy, y >0, determine todos os pares (a,y), a>1, tais que

7 =a. Escreva a e y em fungdo de Argz.

77) (ITA 2013) Seja A solucdo real da equacdo A +9++/2A+17 =12. Entdo a soma
das solugdes z, com Rez >0, da equacdo z*=1—-32, 6

a) V2 b) 242 c) 42 d) 4 e) 16

78) (ITA 2013) Considere a equacio em C, (z—5+3i)*=1. Se z, ¢ a solucio que
apresenta 0 menor argumento principal dentre as quatro solucdes, entdo o valor de |zo| é

a) \29 b) \/41 c) 3v5 d) 443 e) 3V6

79) (ITA 2013) A soma das raizes da equacdo em C, z®-17z*+16=0, tais que
z—lz1=0, é:
a) 1 b) 2 ¢ 3 d) 4 &) 5

80) (ITA 2014) a) Determine o valor maximo de |z +il, sabendo que [z—2/=1, zeC.
b) Se z, € C satisfaz (a), determine z,.

81) (ITA 2014) Sejam z,w € C. Das afirmac0es:
1 2+ wl? +lz—wl? = 2(Iz +wP):
0. (z+W)’ —(z—W)* =4zw;

1. [z+wl —|z—wl* = 4Re(zw),

é (séo) verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas | e Il c) apenas | e 1ll.
d) apenas Il e 11I. e) todas.

82) (ITA 2014) Se zeC, entdo z° —3lz* (22— z2)~Z® é igual a

a) (22-72) b) 28 -Z° o) (2-72%)
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d) (z-2)° e) (z-2)°(z*-7*%)

83) (ITA 2015) Seja M c R dado por M ={|22+az—]J: zeCe |z|=1}, com aeRR.
Determine o maior elemento de M em funcdo de a.

10
84) (ITA 2015) Se z = EJF:EI] , entdo o valor de 2arcsen(Re(z))+5arctg(2Im(z))
— 3
éigual a
21 T 2n 4n om
a) ——. b) ——. c) —. d) —. e) —.
) 3 ) 3 ) 3 ) 3 ) 3

85) (ITA 2015) Sejam A, B e C o0s subconjuntos de C definidos por
A={zeC:lz+2-3il< 19}, B={zeC:lz+il<7/2} e C={zeC:22 +62+10=0}.
Entdo, (A\B)NC é o conjunto

a) {—1-3i,-1+3i} b) {-3—i,-3+i} c) 1-3+i}

d) {-3-i} e) {-1+3i}

86) (ITA 2016) Considere as afirmacdes a seguir:
I. Se z e w s80 numeros complexos tais que z—iw=1-2i e w—-z=2+3i, entdo

7% +w? =—3+6i.

I1. A soma de todos os niumeros complexos z que satisfazem 21z +22 =4+2i & igual a
zero.

1. Se z=1-i, entdo z%° =22 (-1+i).

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas | e 1l. c) apenas 1 e Il
d) apenas Il e 11I. e)l, llelll.

87) (ITA 2017) O lugar geométrico dos pontos (a,b)eIR2 tais que a equacdo, em

z2eC, z°+z+2—(a+ib)=0 possua uma raiz puramente imaginaria é

a) uma circunferéncia. b) uma parabola. c) uma hipérbole.
d) uma reta. e) duas retas paralelas.

so1  2(a+bi)
- 250
(a2 + bZ)
ordenados (a,b) e R? que satisfazem a equacio ¢
a) 500 b) 501 ¢) 502 d) 503 e) 504

88) (ITA 2017) Considere a equagdo (a—bi) . O nlimero de pares

+1
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RESPOSTAS

1)c;2)b;3)a;4)a;5)c; 6)b; 7)c; 8)d; 9)b; 10) a; 11) b; 12) d; 13) e; 14) b;

15) e; 16) a; 17) d; 18) b; 19) a; 20) a; 21) b; 22) e; 23) a; 24) b; 25) b; 26) b; 27) d;
28) a; 29) d; 30) d; 31) a; 32) c; 33) a; 34) b; 35) c; 36) c; 37) b; 38) a; 39) d; 40) b;
41) a; 42) b; 43) d; 44) a; 45) b; 46) e; 47) c; 48) a; 49) c; 50) DISC; 51) d; 52) DISC;
53) a; 54) DISC; 55) a; 56) b; 57) d; 58) b; 59) c; 60) DISC; 61) e; 62) b; 63) DISC;
64) b; 65) DISC; 66) b; 67) e; 68) c; 69) e; 70) DISC; 71) e; 72) d; 73) b; 74) e; 75) b;
76) DISC; 77) b; 78) b; 79) c; 80) DISC; 81) e; 82) a; 83) DISC; 84) d; 85) c; 86) b;
87) b; 88) d

RESOLUCOES

1) (ITA 1974) Seja z, um nimero complexo, solucdo da equacdo (z +1)5 +2° =0,
k =0,1,2,3,4. Podemos afirmar que:

a) todos os z), k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma circunferéncia.

b) todos os z,, k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo real.

c) todos os zy, k=0,1,2,3,4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

d) a equacao ndo admite solucao.
e) n.d.a.

RESOLUCAO: ¢
Inicialmente, observemos que z =0 ndo é solugdo, entdo z = 0.

5 5
(z+1° +2° =0 (z+1)° =-2° @(Z—H) :—1<:>[1+1j —CisT

y4 z
1et s ™K 012340 F = 14cis™ 2K k_01234
Zk 5 Zk
n+ 2kt . i+ 2km
1 -1+cos —1sen
@Zk: - ak:O|l121314
. m+2km 2 2
—1+cis : (_1+Cosn+2kn) +(Senn+2kn)
5 5
n+ 2k . nt+ 2Kr

-1+cos : —1sen

@Zk: T[+2kTC 1k:O$11213!4
2—-2c0s
nt+2kr n+2Kkn
-1+cos c sen c

&I = —Ii . k=0,1,23,4

2(1_Cosn+2knj 2(1_Cosn+2knj

5 5
=2 =—%—i%cotgn+2kn, k=012,34
Na parte imaginaria da expressdo anterior, utilizamos a relagao:
sen 20 2sen0cosO 1
= =—cotgo

2(1-c0s20)  2.2sen?2@ 2
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Como todos os z, tém parte real igual a —%, entdo eles estdo todos sobre a reta

X = 5 ou seja, estdo sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

Note ainda que, quando k =2, temos z, = —%—i%cotgg=—%, que é a Unica raiz real

da equacéo.

2) (ITA 1975) Se Z2,,Z,,23,Z4,Z5 s@o as raizes da equacéo (Z+1°+2°=0, e se
R(Z) indica a parte real de Z entédo podemos afirmar que :

a) R(Z,)=0 para k=1,2,3 e R(Z;)=1 para t=4,5.

b) R(Zk):—% para k=1,2,3,4,5.

C) 44,2,,23,Z,4,Zs s&0 nimeros reais (ndo complexos).
d) R(Zx)=2 para k=123 e R(Z;)=0 para t=4,5.
e) NDA

RESOLUCAO: b

Pela solucdo da questdo 1, sabemos que:

Zp -1 ileog™H2KT 12345

2 2
:R(Zk):—%,k:1,2,3,4,5

3) (ITA 1975) Se Z; e Z, sdo numeros complexos, Z;+Z, e Z;-Z, sdo ambos reais,
entdo podemos afirmar que

a) Z; e Z, sdo ambos reais ou Z; = Z>.

b) Z, e Z, sdo nUmeros complexos ndo reais.

C) Z, e Z, sdo nimeros reais irracionais.

d) Z; € um ndmero complexo puro e Z, € um numero real.
e) NDA

RESOLUCAO: a
Sejam Z; =a+bi e Z, =c+di, onde a,b,c,d e R, entdo

Z;+Z,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)ieR<b+d=0<d=-b
Zl-ZZ:(a+bi)-(c—bi):(ac+b2)+b(c—a)ieIR{<:>b:0vc:a
Assim, temos duas possibilidades:

b=0=2Z =anZ,=c

C=a=>Z;=a+binZ,=a-bi

Assim, Z; e Z, sdo ambos reais ou complexos conjugados.
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T
4) (ITA 1976) As raizes de ordem 4 do nimero z=e 2, onde i é a unidade imaginéria,
séo:
+4k

a) z, =Co0s0Oy +isenO,, onde O, :1 n, com k=0,1,2,3.

1+3k

b) z, =eiek, onde 6, = n, com k=0,1,2,3.

C) zy =e'%; onde Oy =4kmn, com k=0,1,2,3.

4K n, com k=0,12,3.

d) zy =e'%, onde O = L

e) n.d.ra.

RESOLUCAOQ: a
T

, Py . T
Pela formula de Euler, temos: z=e2 =cis=
Aplicando a 22 formula de De Moivre, temos:

E+2k7t
4

LT ) . 1+4k
w :Z:C|S§:>W:C|S 4 =CIS

-, k=0,1,2,3

5) (ITA 1976) Suponhamos que z; =a+Xi e z, =a+Vi, a,Xx,yeR, a#0, x=0, sdo
dois numeros complexos, tais que z;-z, =2. Entdo, temos: (Observacdo: Z indica o
conjugado de z)

a) =2, e |z4|=|z,|=2

b) z, =2, € |z1] =|z5| =2

C) Zl :72 (5] |Zl| :|22|:\E

d) zy+z,=2ae aZ+y?=4

e) n.d.ra.

RESOLUCAO: ¢

2,2 :2:>(a+xi)-(a+yi):2<:>(a2—xy)+a(x+y)i =2
a® —-Xy=2

< a=0

a(x+y)=0x+y=0x=-y

X=-y=a’-xy=2a’-x(-x)=2<a’+x>=2

:>|21|ZW:*/§ N |22|:\/az+y2 =\/a2+x2 -2

X=—y2>21272
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6) (ITA 1978) Seja z um numero complexo. Se z+1 é um namero real entdo podemos
z

afirmar:

a) z#0 e Re(z)>0.

b) Im(z)=0 ou Izl =1.

C) z é necessariamente um namero real.
d) 2% =-1.

e) n.d.a.

RESOLUCAO: b
Seja z=rcisH arepresentacdo do nimero complexo z na forma trigonométrica, entdo

1_ 1 :}cis(—e)

z rcis® r

z+1:rcise+%cis(—e):(r+%)cose+i.(r—%jseneeR
z

@(r—ljsenG:OQr—lzo v sen0=0
r r

r=0
1°) r—1:0c>r:1c>r2:1<:>r:1:>|z|:1
r r

2% sen0=0=1m(z)=0
Logo, Im(z)=0 ou [z|=1.

7) (ITA 1978) O lugar geométrico, no plano complexo, representado pela equacéo:
7Z7-2,Z-7Zyz+k =0, onde k € um nimero real positivo e ‘zg‘ >k, é:

a) uma hipérbole com centro z,,.

b) uma elipse com um dos focos em z,,.

¢) uma circunferéncia com centro em z,.

d) uma parabola com vértice em z,.
e) n.d.a.

RESOLUCAO: ¢
Sabemos que para qualquer numero complexo z, temos z-Z = |z|2. Assim, temos:
27-2,2-7,2+k=0=(2-2,)(Z2-7Z,) =207, -k &

<:>(z—zo)(z—zo)=zoio—kc>|z—zo|2 :|zo|2—k

‘zg‘ > k@‘zg‘—k>0:>|z—zo|:a/|zo|2—k

o . ] .. ) 2
A equagdo anterior representa uma circunferéncia de centro em z, e raio ~/|zo| —k.
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8) (ITA 1979) Estudando a equacdo 322° =(z+1)° no plano complexo, podemos
afirmar que:

a) A equacdo possui todas as raizes imaginarias, situadas numa circunferéncia de raio 1.
b) A equacdo possui 4 raizes imagindrias, situadas uma em cada quadrante.

) A equacdo possui 2 raizes imaginarias, uma no 1° quadrante e outra no 4° quadrante.
d) A equacdo possui 4 raizes imaginarias, duas no 2° quadrante e outras duas no 3°
quadrante.

e) A equagdo possui 4 raizes imaginarias, duas no 1° quadrante e outras duas no 4°
quadrante.

RESOLUCAO: d
Como z =0 ndo é raiz, entdo podemos utilizar z #0.

5  (z+1) 1\°
322° = (2 +1) @[—j =32@[1+—j 32¢is0

y4 y4

Pela 22 formula de De Moivre, temos:

1412 2cis 2™ k-012.34
Z 5

ol 11262 0123402 1 k=01234
Z 5 2km

-1+2cis——

Multiplicando em cima e embaixo pelo conjugado do denominador, temos:

-1+ Zcos%—LZsen&
o7= S 5 _ k=01234
2km 2 2km 2
(—1+ 2c0s ) +(—23en )
5 5
-1+ Zcosz—m—iﬂsenz—kn
o7= 5 o 5 k=0,1234
5—4003?7T

1< cosz—l;c 31©—43—4c0327‘:“s4©1s5—4cos%k“sg

Logo, o denominador é sempre positivo.

—1+2cos0—i-2sen0
ZO= =1

5—-4co0s0
—1+2005E—i-2$en2—n
2, = 5 5
5—4cosﬁ
5
—1+2005E —Zsenﬁ
:>Re(21)= 5 <0 A |m(21): ) <0:>Z]_EQ|||
5—4cos€7T 5—4cos—n

cosg<cos£:£c>2cos@—1<0 A senﬁ>0
5 3 2 5
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—1+2cos4—n—i-23enﬂ
Z, = 5 5
5—4cos4—n
5
—1+2cos4—7T —Zsenﬂ
:>Re(22)= <0/\|m(22): <O:,>22 EQ”'
5—4(:05ﬁ 5—4cosAic
5 5
cosﬂ<0 A senﬂ>0
5 5
—1+2cos6—n—i-23en6—7c
Z3= 5 5
5—4005@
5
-1+ 20036j —23en6—n
= Re(z3)= 5 <0AlIm(z3)= 6 >0=>2€Qy
5—4cos—7E 5—4cos—n
5 5
cos@<0 A sen@<0
5 5
—1+2c038—n—i-23en8—n
Z4 = 5 5
5—400581
5
-1+ 20058j —25en8—n
:>RE(Z4)= <O/\|m(Z4)= >0:>ZZEQ||
5—4c038—n 5—4c0585n

3r 8n 5r 8t 1 8r 8n
COS— <COS— < COS— <= 0<cos—<—=<=2c05——-1<0 A sen—<0
2 3 5 2 5 5

Logo, a equacdo possui uma raiz real, duas raizes imaginarias no 2° quadrante e duas
raizes imaginarias no 3° quadrante.

9) (ITA 1980) Seja z um nimero complexo de mddulo 1 e de argumento 6. Se n é um

numero Inteiro positivo, z" +—n € |gual a.
z

a) cos(no) b) 2cos(no) c) sen(no)
d) 2sen(nd) e) sen(n0d)+cos(nod)

RESOLUCAO: b

Como [z|=1 e o argumento de z é 6, entdo sua representacdo na forma trigonométrica é
z=1ciso.

Pela 12 formula de De Moivre, temos:

z" =cis(n®) =cos(nB)+isen(no)
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z " =cis(—n®) =cos(—nB) +isen(—nd) =cos(nB)—isen(nd), entdo

— 7z +in =cos(n0)+isen(nb)+cos(nb)—isen(nd)=2cos(nd)
i

10) (ITA 1981) Sejam a e k constantes reais, sendo a>0 e O<k<1. De todos os
nimeros complexos z que satisfazem a relagdo |z—ail<ak, qual é o de menor
argumento?

a) z=aky1—K2 +ia-(1-k?)
b) 7 = ky1— k2 —ia-(1-k?)
c) z:kW—i-(l—kz)
d) z=—ky1-k? —ia-(1-k?)
e) z=a+ik

RESOLUCAOQ: a
a>0A0<k<l=0<ak<a

A equacdo |z —ail <ak corresponde a um disco de circunferéncia de centro (0,a) e raio
ak, representado na figura a seguir.

Im A

Seja OP tangente a circunferéncia, entdo o ponto P é afixo do complexo de menor
argumento. Vamos calcular as partes real OA e imaginaria OB desse numero
complexo.

No triangulo retangulo OPA, temos:

0P2 = 0A2 —AP? =22 —a?k? a2 (1-k?) < OP =av1-k?
OA-PC = AP-OP <> a-PC = ak-ay1—k? < PC = aky1- k2

OP2 =0A.0C = a2(1-k?) =a.0C < 0C =al1-k?)

Logo, o complexo de menor argumento € z = ak\j1—7+a(1— kz)-i.
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11) (ITA 1981) O conjunto A definido por A= {z eC;(z-i)-(z-i)= 4} representa no
plano complexo:
a) uma elipse cujos focos se encontram nos pontos i e —i.

b) uma circunferéncia de centro no ponto (0,1) e raio 2.
¢) uma circunferéncia de centro no ponto (0,0) e raio 4.

d) um par de retas que se cortam no ponto (1,1).
e) nenhuma das anteriores.

RESOLUCAO: b

(z-D)-z-D=dz-iF =4 lz-i=2
Essa equacdo significa que a distancia entre os complexos z e o complexo i (ponto
(0,1)), no plano de Argand-Gauss, é constante e igual a 2.

Logo, o conjunto A representa uma circunferéncia de centro (0,1) e raio 2.

12) (ITA 1982) Considere a familia de curvas do plano complexo, definida por
Re(ljzc, onde z é um complexo ndo-nulo e C é uma constante real positiva. Para
z

cada C temos uma:
a) circunferéncia com centro no eixo real e raio igual a C.

. N . . 1
b) circunferéncia com centro no eixo real e raio igual a c

. N . . 1
c) circunferéncia tangente ao eixo real e raio igual a =<

. N . L . 1
d) circunferéncia tangente ao eixo imaginario e raio igual a TS

_ . . . 1
e) circunferéncia com centro na origem do plano complexo e raio igual a <

RESOLUCAO: d
Seja z=x+Yyi, com X,y € R, entdo

11 xev o x Y i:Re(l)z X _-c

z x+yi x=yi x2iy? x24y? z) x%4y?
2 2
:>5:x2+y2<:>x2—2-ix+i+yzzi<:>(x_i) +y2:(ij
C 2C 4C2 4C2 2C 2C

x . A 1 .1
Essa equagao representa uma circunferéncia de centro E,O € ralo z, que

tangencia o eixo imaginario e esta representada na figura a seguir.
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Im ¢

13) (ITA 1983) Consideremos um namero complexo z que possui partes real e
2

imaginérias positivas tal que ZT tem argumento igual a % e log,(z+z+2)=3.
Zi

Nestas condi¢des, podemos afirmar que:
~ . z-7Z
a) ndo existe /n (—j
i

b) 2% + tn (E) — 324
|

C) z+2Z é um numero real.
3 .
d)(l) L+
z 108

o (1) -2

RESOLUCAO: e
log, (z+Z+2)=3<z+7+2=23<2Re(z)=6<Re(z2)=3
Seja z=rcisO arepresentacdo de z na forma trigonométrica, entdo

2 . 2 2 .
z=  (rcis®)”  r-cis(260) :rcis(39—ﬁj

Zi

. . T R . T
rcis(—0)-cis—= rcis(—0)-cis =
(-0) 5 (-0) 5

Como z tem partes real e imaginarias positivas, entao
0<e<g@0<3e<3§@—5<3e—§<n.

—30-F-T39-F T
2 4 4

e:g: Im(z):Re(z):3:>z:3+3i:3\ﬁcis%
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2—7:(3+3i)—(3—3i)
i i

=6 = existe (n (Ej =(n6
i

z-7Z

j =-324+(n6
i

4
74 = (Bﬁcis%) —324cist=-324= 7%+ n (

z2+2Z=(3+3i)+2-(3-3i)=9-3i¢R

(%)3 =£3J§iisﬁf ) 27-12J§ Cis(_%n) ) ﬁ(_g_gij ) _%e;
4

(V3+i)"

3i

14) (ITA 1984) Sabendo-se que n € um namero natural tal que € um numero

real, podemos afirmar que:

a) n=6k, k=0,1,2,3,...

b) n=3-(2k+1), k=0,1,2,3,...

c) n=3k, k=0,1,2,3,...

d) n=k, k=0,1,2,3,...

e) ndo existe valor de n natural tal que o nimero dado seja real

RESOLUCAO: b

\/§+i =2(£+lij:2(cosﬁ+isen2)=20isE
2 2 6 6 6

n
. T . N
AN (stj 2"cis—  .n n
(Va+i) \"s) =" =2—cis(”—“—ﬁj:2_ . (n—63)ndR

cis
3i 3 6 3

3cisE ?>cisE
2 2

(n-3)n
=

=kt keZ<n=6k+3=3-(2k+1),keZ

15) (ITA 1985) Seja a um ndmero real. Os valores de zeC que satisfazem

10 10
(a+z_ j(a+(z_) jeR S50
1+1 1-i

a) z=-a~+iYal
b) n&o é possivel determina-los

¢) z=—-i9al

d) ndo existe z € C tal que isto aconteca
e)todo zeC

RESOLUCAO: e
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£a+zloj_[a+(2)loJ_ a?+a(2)0+az' %+ 202"
1+i 1-i

12 _j2

10

_a? ral 20+ (2" |4 (22)° _a? (2P) +al 204 (2]
2 2
z=rcis0 =7 =rcis(-0) = 2%+ (2)™ = ¢is(100) + r'° cis (~100) =
=r'9(cos(100) +isen(100)) +r'° (cos(-100) +isen (~100)) =
=10 (cos(100) +isen (100)) + r*° (cos (100) —isen (100)) = 2r*% cos(100) e R
como 29 +(2)!° e R, entdo
(a+zloj_(a+(7)lo j _a? +121%° +a[z10 +(Z)1O]
1+i 1-i 2

eR, VzeC

16) (ITA 1986) No conjunto C dos nimeros complexos seja o tal que |ol <1. O lugar

Z—Q

geomeétrico dos pontos z € C que satisfazem a igualdade =1é:

l-az
a) Uma circunferéncia de centro na origem e raio 1.

b) Uma hipérbole.

¢) Uma elipse de semieixo maior ou igual a 2.

d) Uma parabola.

e) Formado por duas retas concorrentes.

Nota: A notacdo o é usada para denotar o conjugado complexo de a.

RESOLUCAO: a

Z—o _ _
—lelz—ol=l-azlelz-of? =1-az® <

1-az
o(z-a)(z-)=1-az2)l-az) = (z-a)(Z-a)=01-az)(1-az) =
o(z-0)(Z-a)=01-az2)(1-0Z) = 72Z—0z—0Z+00 =1-0Z — 0z +002Z <

2P +Hol? ~1-lal Iz =0 = (jaf? ~1)(1-1217) =0
Sabemos que: |ol <1=>|al® <1< lal® ~1<0

2 2
=1-z° =0z =1z =1
Portanto, o lugar geométrico dos complexos z que satisfazem a equacdo é uma
circunferéncia de centro na origem e raio 1.

17) (ITA 1987) Considerando z e w nimeros complexos arbitrariose u=z-w+7z-w,
entdo o conjugado de u sera necessariamente:

a) igual & Izl|wl.

b) um ndmero imaginario puro.

¢) igual ao dobro da parte real de z+w.

d) igual ao dobro da parte real do niUmero z-w.

e) diferente de u.
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RESOLUCAO: d
Uu=z-W+zZ-W=z-w+z-w=2Re(z-w)

18) (ITA 1987) Seja N o nimero de solucdes reais da equacdo senx =|2+3il. Entfo,
temos:

a) N>50 b) N =zero c) N=2

d) N=1 e) N>2e N<10

RESOLUCAO: b

senx =|2+3il=v22 +32 =13 >1
Como —1<senx <1, para todo X, entdo ndo existe x que satisfaca a equagdo acima.
Portanto, N =0.

19) (ITA 1987) A soma de todas as raizes da equacgao 22-1=0 &
a) 1 b) 2 c) zero d) —2/2i e) 2++/3i

RESOLUCAO: ¢

Pelas relacbes de Girard, a soma das raizes é dada pelo simétrico do coeficiente do
termo do 2° grau dividido pelo coeficiente do termo do 3° grau. Como o coeficiente do
termo do 2° grau € zero, entdo a soma das raizes € zero.

20) (ITA 1987) Seja S a colecdo de todos 0s nimeros complexos z, que sao raizes da
equacdo |zl—z =1+2i, onde i é a unidade imaginaria. Entdo, podemos garantir que:

o]

e) S={1+2ki; k=12,3)

RESOLUCAOQ: a
Seja z=x+yi, com X,y e R.

lzl—z=1+2i & X% +y? —(X+Yyi) =1+2i @(«fx2+y2 —x)—yi =1+2i
@{«/xz +y2 -x=1

—y=2cy=-2
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:>xfx2+(—2)2 x=loUx2+4=x+1x2+4=x2+2x+1 A x+120<:>x:g

:>z:§—2i:>8={§—2i;
2 2

21) (ITA 1988) O nimero natural n tal que (2i)" +(1+i)*" =—16i onde i é a unidade
imaginaria do conjunto dos nimeros complexos, vale:
a) 6 b) 3 c)7 d) 4 e) ndo existe n

RESOLUCAO: b
(1+)% =14 2i+i2 =1+ 2i—1=2i

2D" +(1+1)%" = 16 = (2D)" +(2)" = 16 = (2i)" = -8i
n_ 3
<:>2n-in—23-(—i)<:>{2 =2 <n=3

22) (ITA 1988) Seja a equacdo z* —a—hi=0 onde a e b sdo reais ndo nulos. Sobre as
raizes desta equacao podemos afirmar que:

a) Uma delas é um imaginario puro.

b) Os seus médulos formam uma progressao aritmética de razdo {la + bil.

¢) O seu produto é um imaginario puro.

d) Cada uma tem argumento igual a M.

e) A sua soma € zero.
Nota: arg(a+bi) denota o argumento do niimero a+ bi.

RESOLUCAO: e

Pelas relacGes de Girard, sabemos que a soma das raizes da equacao z* —a—bi=0 &
nula, pois é igual ao simétrico do coeficiente do termo de 3° grau dividido pelo
coeficiente do termo de 4° grau. Logo, a alternativa €) é a correta.

Ainda pela relacdes de Girard, sabemos que o produto das raizes é —a—bi que ndo é
imaginario puro, pois a e b sdo reais ndo nulos. Isso implica que a alternativa c) esta
incorreta.

Seja a+bi=rcisO a representacdo desse niumero complexo na forma trigonométrica,
entéo

r =la+ bil
0=arg(a+bi)
z*—a-bi=0<z*=a+bi=rciso
Pela 22 formula de De Moivre, temos:

z:fﬁcise%fkn:“ rcis(%+%}, k=0,12,3.

4
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. R , . (0 k=
Logo, todas as raizes tém o mesmo madulo 4 e seus argumentos séo (Z+? , com

k=0,1,2,3. Assim, as alternativas b) e d) estdo incorretas.
Vamos analisar agora a alternativa a).

Supondo que uma das raizes seja um imaginario puro, temos:
9+E:E+k'n, com k,k'eZ

4 2 2

< 0+2kn=2n+4k't < 0=2n(2k'-k+1),k,k'eZ

Isso implica b =0, o que contraria o0 enunciado.

Logo, a alternativa a) também esta incorreta.

23) (ITA 1989) O produto dos nimeros complexos z = x +vyi, que tém modulo igual a

J2 e se encontram sobre a reta y = 2x —1 contida no plano complexo, é igual a:

6 8
8) - ——
5 5

yt 2
5 5

8 8i
¢) ==
5 5

d) 2+2i
e) ndo existe nenhum nimero complexo que pertenca a reta y=2x-1 e cujo modulo

seja J2.

RESOLUCAO: a
Se z esta sobre areta y =2x—1, entdo z =X+ yi =X +(2x-1)i.

|z|:\/§<:>|z|2 —2 e x2+(2x-1)% =2 > X2 +4x% —4x +1=2 <>5x% —4x-1=0
X=1=z=1+(2-1-1)i=1+i
s v

it D)L

Logo, o produto dos nimeros complexos z que satisfazem as condi¢6es do enunciado é
17\ 1 7. 1.7 6 8.

(1+i)(————lj=————|——i+—_———|.
5 5 5 5 5 5 5 5

24) (ITA 1989) Considerando que a imagem da funcéo arcsen é o intervalo [—gﬂ e

+Xi

i =+/—1, podemos garantir que arcsen LEXU onde x <R, esta definida:

1-xi

T
a) apenas para x =0 e vale >
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b) paratodo x R e vale g

c) apenas para x € R tal que |x| <1 e seu valor depende do valor de x.
d) apenas para x e R tal que x >1 e seu valor é m.
e) apenas para x € R tal que x <-1 e seu valor depende do valor de x.

RESOLUCAO: b

Lixi| [Lexil  N1+x?

1-xi| M—xil L (—x)?

T

1+xi
— arcsen —arcsen(l) = >

1-xi

Logo, a funcao esté definida paratodo x e R e vale g

25) (ITA 1989) O valor da expressao |1—z|2 +1+ z|2 , sendo z um numero complexo, é:
a) 5se |zl <1.

b) 4, se |z| =1.

¢) 0, se Im(z) =0.

d) 2, para todo z.

e) 3, se Re(z)=0.

RESOLUCAO: b
Sabendo que z-Z =|zI?, temos:

N-z +1+2P =(1-2)1-2)+1+2)A+2) =(1-2)1-2)+1+2)(1+Z) =
=1—z—2+27+1+z+7+27=2+222:2(1+|z|2)
Se |zl=1, entdo 1—z* +11+2/? =2(1+|z|2):2(1+12):4.

26) (ITA 1990) A igualdade 1+|z| =[1+z|, onde z € C, é satisfeita:

a) Paratodo z € C tal que Re(z)=0 e Im(z) <0.
b) Para todo z e C tal que Re(z)>0 e Im(z)=0.
¢) Paratodo z € C tal que |z|=1.

d) Paratodo z e C tal que Im(z)=0.

e) Paratodo z e C tal que |zl <1.

Nota: C denota o conjunto dos nimeros complexos, Re(z) a parte real de z e Im(z) a
parte imaginaria de z.

RESOLUCAO: b
Seja z=x+yi, com X,y e R.

1+lzl =11+ 2l = 1+|x + yi| =[1+(x + yi)| & 1+[x + yi| =|(x + 1) + yi| <
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S 1+x2+y? :«](x +1)% 4 y? :>(1+ X2 +y? )2 :(«/(x +1)% +y2 )2 =
<:>1+2«/x2+y2 +x2+y2 :x2+2x+1+y2 & x2+y2 =X

2 2

2
<:>( x2+y2) =X /\x20<:>x2+y2:x AX20<y=0AXx2=0

Logo, a igualdade é satisfeita vz e C tal que x=Re(z)>0 e y=Im(z)=0.

27) (ITA 1990) Considere as equacOes =i e z2+(2+i)z+2i=0 onde z é
complexo. Seja S; 0 conjunto das raizes da primeira equacéo e S, o da segunda. Ent&o:

a) S, NS, évazio.

b) S;S, < R.

c) S; possui apenas dois elementos distintos.
d) S; NS, é unitario.

e) Sy S, possui dois elementos.

RESOLUCAO: d

T
=4+ 2kn 3n

,k:O,1,2<:>Z:CiSEvZ:Cis5—nvZ:CiS—:—i
6 6 2

3 . ..T .
z :IZCISESZ:CIS

slz{_%gi,_ﬂzi,_i}

2 2 2
22+(2+1)z2+2i=02° —(2-)z+(-2)(-)=02=-2 v z=-i
82 = {—2, —|}

=S, "S, =1{~i} que é um conjunto unitario

28) (ITA 1991) Se z=cost+isent, onde O<t<2m, entdo podemos afirmar que
w =i+—z é dado por:

a) icotg% b) itg% C) icotgt d) itgt e) n.d.a.

RESOLUCAOQ: a
_1+z _1+(cost+isent) (1+cost)+isent (1—cost)+isent _
1-z 1-(cost+isent) (1—cost)—isent (1—cost)+isent

_1—coszt—sen2t+2isent_ 1-1+i-2sent _i-2sent
(1-cost)® +sen?t 1-2cost+cos’t+sen’t 2(1—cost)

Pela formula de arco duplo, temos: cost =1-2sen? % & 1-cost =2sen? %
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i-2-23en£cos1 cos1
2 2

] 2 . t

W= i =|cotg§
2.2sen? ~ sen —

2 2

29) (ITA 1991) Sejam w=a+bi, com b=0 e a,b,ceR. O conjunto dos nimeros

complexos z que verificam a equacdo wz +wz +c =0, descreve:

a) um par de retas paralelas.
b) uma circunferéncia.
c¢) uma elipse.

d) uma reta com coeficiente angular m = %.

e) n.d.a.

RESOLUCAO: d

Seja z=x+Yi, com x,y R, tal que wz+wz+c=0, entdo
wz =(a+bi)(x+yi)=(ax—by)+i(ay +bx)

wz +wz = 2Re(wz) = 2(ax - by)

— a
wz+wz+c:0<:>2(ax—by)+c:0<:>2ax—2by+c:0<:>y:Bx+zib
Logo, o conjunto dos numeros complexos z descreve uma reta com coeficiente angular
m=2.

b

30) (ITA 1992) Sabe-se que 2(cos%+isen %) ¢ uma raiz quintupla de w. Seja S o

w —16\/§i
82

a) {2]/2 (0057—+|sen7—j V2. (cos +isen j}
8 8 8

b) {2]/2 cos—+|sen Ej 2. cos§+|sen —)}

)
o[ o) o]
ol

by

T 14 T j}
— 1,2 CoS—+isen

8 8

conjunto de todas as raizes de z* —2z% + =0. Um subconjunto de S é:

d) {2]/4 cos—+|se
e) nda

RESOLUCAO: d

Se 2(cosl+isen 1) € uma raiz quintupla de w, entdo
20 20
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5
:(Zcisz—noj —25C|s%—32csz_32(f \Fj 1632 +164/2 i

w-164/2i (1642 +16+/2i)-16/2i _lev2
N 8v2 82

W —16+/2i
8\2

Pela 22 formula de De Moivre, temos:
1°) 22 =1+i= \/Ecisg

2 _2i2i

:>z4—222+ =0<:>z4—222+2:0<:>z =

E+2k1t
2:2]/4cis4T, k:0,1<:>z:2]/4cisg v 2:2]/4cisg—7t

2°) 22 =1-i :\5cis%c
i

— 4+ 2km
:>z=21/4C|ST,k=0,1<:>z=2]/4cis%E vV Z= 21/4C|sl%n

:>S:{2]/4CiS£,2]/4Ci89—n,2]/4CIS7TE 2Y4 cis 15—75}
8 8 8 8
:{23/4 (cos7—+|sen—j 23/4 (COSEHSEHEj}CS
8 8 8 8

31) (ITA 1992) Considere o nimero complexo z=a+2i cujo argumento estd no

6

. T . . . P .
intervalo (O,E). Seja S o conjunto dos valores de a para 0s quais z~ € um numero real,

podemos afirmar que o produto dos elementos de S vale:

a) 4 b) % 08 d) %

e) nda

RESOLUCAO: a
Seja z=a-+2i=rcisO a forma trigonométrica do niumero complexo z, entdo, pela 12
formula de De Moivre, temos z® =r® cis(60) = r® (cos60+isen 60).

Para que 26 seja um namero real, devemos ter

sen60=0«< 60 = kn,keZ@O—% keZ.

ee(o,ﬂj A KT
2
z=a+2i=>1t906=

ezzzzztgzzicazaﬁ

6 a 6 43

keZ:>9€{E E}
6 3

SDII\JO’
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T 2 T 2
0=—=>—-=tg—=V3ea=—F
3 a J 3 V3 J3
2 2
Portanto, S= 2\/5,— e 0 produto dos seus elementos é 2\/§-—:4.
{ 45} P B

32) (ITA 1993) Resolvendo a equagao 22=2+z no conjunto dos nimeros complexos,
sobre as solugdes conclui-se que:

a) nenhuma delas é um ndmero inteiro.

b) a soma delas é 2.

c) estas sdo em numero de 2 e sdo distintas.

d) estas sdo em numero de 4 e sdo 2 a 2 distintas.

e) uma delas é da forma z = bi com b real ndo nulo.

Nota: Por adenotamos o conjugado do nimero complexo a.

RESOLUCAO: ¢
Seja z=x+yi, com x,y e R.

22 =247 (x+yi) =2+ (x+yi) o x2+2xyi—y? = (x+2)+yi =
2 2 _
e (x2—y?)+2xyi=(x+2)-yi e { X 7Y =X+2
2xy =-Yy
1
2xy=—y<:>y=0vx=—§

2

y:0:>x2—y2:x+2:>x —X-2=0x=-1vx=2

2
1 2 2 ( 1) 2 [ 1) 2 5
X=——X" -y =X+2=|——=| ¥V =|—- |[+2cy =—cyeR
> y > y > y 4 y

Logo, z=-1 ou z=2, ou seja, ha duas raizes distintas.

10
33) (ITA 1993) Seja a 0 mbédulo do nimero complexo (2—2%- i) . Entdo o valor de x

que verifica a igualdade (4a)* =a é:

10 5 3
a) — b) -2 c) — d) =
) ) ) 5 ) 5

1
e j—
11 )5

RESOLUCAOQ: a
10

a=|(2-243-1)'°| =[2—245 i =( 2?2 +(—2J§)2) _(16)° = (24)" =220

(42)  =a = (22.2%) 10

X
:220<:>222X:220<:>22x:20<:>x:ﬁ

34) (ITA 1994) Considere as afirmagdes:
1. (cosO+isen0)'’ = cos(100) +isen (100), para todo 0 € R.
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2. i =1+2i
2+1
3. (1-)*'=-4
4.Se z2 =(Z)?, entdo z é real ou imaginério puro.

5. O polinémio x*+x3-x-1 pOSsUi apenas raizes reais.

Podemos concluir que:

a) Todas sao verdadeiras

b) Apenas quatro sdo verdadeiras
c) Apenas trés sdo verdadeiras

d) Apenas duas sdo verdadeiras
e) Apenas uma é verdadeira

RESOLUCAO: b
1. VERDADEIRA
Essa afirmativa é uma aplicacdo da 12 férmula de De Moivre.
2. VERDADEIRA

51 5 2-i 10i+5
2+1 2+i1 2—-1 4+1
3. VERDADEIRA

- =(@-1?) =(-2i+1%)* = -2i -1 = (-20)? =42 =4

4. VERDADEIRA

2=(2 =22 (2°=0=(z2+2)(z-2)=0<
z+Z=0<2Re(z)=0<=Re(z)=0

< |0uU

=1+2i

72-7=0<2Im(z2)=0<Im(z2)=0
Logo, z € real ou imaginario puro.
5. FALSA
x* 453 —x—1=x3 (x+1) -1(x +1) = (x +D(x3 ~1) = (x + D (x ~1)(x? + x +1)

Como x2+x+1 tem discriminante A=1%-4-1-1=-3<0, ento esse fator nio possuli

raizes reais. Logo, o polindmio x*+x3-x-1 possui duas raizes reais (1e—1) e duas

complexas.

35) (ITA 1994) Sejam x e y numeros reais, com x=0, satisfazendo
(x+iy)? =(x+y)-i. Entdo:

a) X e y sdo nmeros irracionais.

b) x>0e y<0

c) X é uma raiz da equacgio X +3x2 +2x-6=0.

d) x<0ey=x

N |+

e) X2 +xy+y? =
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RESOLUCAO: ¢

(x+iy)® =(x+y)-i (X2 —y?)+2xyi =(X+Y)i

VVamos igualar as partes reais e imaginarias em ambo os lados.

Partes reais: x°—y? =0< (X +y)(x—y)=0<x+y=0 v x—y=0
Partes imaginérias: 2xy =x+y

x#0
Se Xx+y=0=2xy=x+y=0<y=0=x=0(ndo convém)

Se x—y=0<:>x=y:2xy:x+y:2x2=2x<:>x:y=1

Como 13+3-12+2-1—6:0, entio x =1 é raiz de x3+3x%+2x—6=0.

36) (ITA 1995) Sejam z; e z, nimeros complexos com |z,|=|z,|=4. Se 1 é uma raiz
da equagdo z,2° +z,7° —8=0, entdo a soma das raizes reais é igual a
a) -1 b) —1+2%2 c) 1-2%3 d) 1+3%2 e) —1+3"2

RESOLUCAO: ¢

Se 1 é uma raiz da equagéo z,z° +7,z° ~8=0, entéo

21-16+22-13—8:0<:>zl+22 =8

Como z;,+2, =8, entdo suas partes imaginarias sdo simétricas. Como |z,|=|z,| =4,
entdo suas partes reais sdo iguais ou simétricas, mas como a soma € nao-nula, entdo
R@Q:R@g:§:4

Como |z|=Re(z,)=|z,|]=Re(z,)=4, entdo Im(z)=Im(z,)=0. Portanto,
71=2y =4

Assim, a equacao resultante € dada por:

4254428 8=02°+22-2-0=(Z-D(F+2)=022=1 A £’ =2

As raizes reais da equacdo sdo 1 e -32, cuja soma é 1-32.

37) (ITA 1995) Seja z um nlOmero complexo satisfazendo Re(z)>0 e

(z+1)* +|z +il* =6. Se n é o menor natural para o qual z" é um imaginario puro, ent&o
n éigual a
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

RESOLUCAO: b
Seja z=x+YVi, com x,yeR e Re(z)=x>0.
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(z+D)2 +[Z+i% =6 < ((x+yi)+i)° +|(x-yi)+i] =6
<:>(x+(y+l)i)2 +|x+(1—y)i|2 =
<:>x2+2x(y+l)i—(y+1)2 +x2+(1—y)2 =

o 2x2 —4y+2x(y+1)i=6 =

2x2 -4y =6
=S
2x(y+1)=0
2x(y+1)=0 A x>0=y+1l=0cy=-1

x>0
= 2x2=4y+6=4.-(-1)+6=2 x> =1 < x=1

=z=1-1i =«/§(£—£ij=«/§cis7—n
2 2 4
Vamos usar a 12 formula de De Moivre para obter z".
vak =(\E)n cis%
Para n =2, temos:
72 =(\5)2 cis7'427t = 2cis7—27t = 2cis(2n+3§j: 2ci337n=—2i

que é um imaginario puro.
Logo, n=2 é o menor valor natural que satisfaz as condi¢des pedidas.

NG 93
38) (ITA 1996) O valor da poténcia Ll_J é:
+i

-1+i 1+i —1-i 93, 923 .
a) — b) —— ) — d) (V2) i e) (V2) +i
)JE )«/5 )JE ) )
RESOLUCAO: a
«'Iz_z\/E_-l_!:\E—\'@:cosE+isen7—n:cisE
1+1 1+1 1-i 2 4 4

93 93

(ﬁ] =(cis7—nj :ci593'7n:ci5651n:cis(81-2n+3—nj=ci53—n:
1+i 4 4 4 4 4

V2 N2 -1+
=——+—1i=

2 2 J2

39) (ITA 1997) Seja S o conjunto dos numeros complexos que satisfazem,
simultaneamente, as equacBes: |z—3il=3 e |z+il=Iz—2—il. O produto de todos os
elementos de S é igual a:

a) —2+i\3 b) 2J2+3iv/3 ¢) 3J3-2i3  d) —3+3i e) —2+2i
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RESOLUCAO: d
A equaco |z—3il=3 corresponde no plano de Argand-Gauss a uma circunferéncia de
centro em 3i e raio 3.

A equacdo |z+il=|z—2—il corresponde no plano de Argand-Gauss a reta mediatriz
entre —i e 2+1.

A intersecdo dessa reta mediatriz com a circunferéncia sdo dois pontos. Vamos usar um
argumento algébrico para identificar esses pontos.

Seja z=x+yi, com x,y € R, entdo

z-3il=3< |x+(y-3)i|=3= x*+(y-3)° =3
z+il=lz-2-il & |x+(y +1)i| =|(x - 2) + (y -1)i| =
ex?+(y+1) =(x-2) +(y-1)’ =

S X4y 42y +1=x2 —Ax+4+y* -2y +l e

S4X+4dy =4 y=-X+1
Substituindo y =—x+1 na equacéao da circunferéncia, temos:

X2 +(=x+1-3)° =9 > x2 +(x+2)° =9 > 2x2 +4x-5=0 <

x:—1+E:>y:Z—E:zlz(—l+@]+(2—@]i
2 2 2 2
x:—l—géy=2+g:>zz =(—1—€]+(2+£ji

=S= {Zl’ 22}
O produto de todos os elementos de S €

o B ) e )

2 2 2 2

(%) (2 Jz_j @gj {a-g )

40) (ITA 1997) Considere no plano complexo um hexagono regular centrado em z, =1.
Represente por z;,z,,...,Zg Seus Vértices, quando percorridos no sentido anti-horario.
Se z; =1 entdo 2z; éigual a

a) 2+4i

b) (v3-1)+(\/3+3)i

¢) V6+(v2+2)i

d) (243-1) +(243+3)i

&) V2 +(V6 +2)i

RESOLUCAO: b

A figura a seguir representa 0os numeros complexos citados no enunciado no plano de
Argand-Gauss.
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Im 4
23
1
1
1
1
1
1
|
1
1
w' 29
2T
3
21
3 _
121=1 Re
:
1
1
1
:
i !
w

Seja w=2; —z5 =1-i. Vamos obter w' a partir da rotagdo de w por um angulo de 2n

no sentido anti-horario. Assim, temos:

w'=(1- I)CIS? fus(—zj cis = «/_CISSTE ﬁ(£;ﬁ+£zﬁij:
RN

2 2
O ndmero complexo z3 =w'+i, entdo

J3-1 B+1. . B-1 3+3.
T2 g !
:>223:W'+i:(\/§—1)+(\/§+3)i

coss—7T =sen % =sen15° = sen (45°—30°) = sen 45°cos 30° — sen 30° cos 45° =

12
2B 12 -2

2 2 22 4

=Z3=W'+i=

sen i—g = cos% = c0515° = cos(45°—30°) = cos 45° cos 30° + sen 30°sen 45° =

2 B 12 B2
4

" 22
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41) (ITA 1997) Considere os numeros complexos z=V2+i2 e w=1+iV3. Se

2
wb +3z% +4i |
ZZ+W3+6—2i‘
a) 34 b) 26 c) 16 d) 4 e)l

, entdo m vale:

RESOLUCAOQ: a
Vamos representar os nimeros complexos z e w na forma trigonométrica.

z:x/§+i\/§=2(£+igj=20isg

2
W=1+i\/§= 2(1+i£j=20isE
2 2 3
Pela 12 formula de De Moivre, temos:

wb = 26cis(6-§) — 64-cis2n = 64
we = 23cis[3-gj =8.cist=-8
74 = 24cis(4.gj —16-Cist=—-16

7% = 22cis(2-zj = 4-cisE =4j
4 2

Assim, temos:
2
| wo 43z 44| _‘64+3-(—16)+4i|2_‘16+4i|2_|8+2i|2 Y
122 +wi+6-2i| |4i+(-8)+6-2i| [-2+2il |14if (-1)?+12

. . L x> —3xy2 =1 3 )

42) (ITA 1998) Sejam x e y nUmeros reais tais que: . Entdo, o nimero
3x2y—y3 =1

complexo z=x+iy é tal que 23 e |z| valem, respectivamente:
Al-ied2 bp1+ied2 el d)-iel e)1+ie 32

RESOLUCAO: b

Z=X+iy=72° :(x+yi)3 =% +3x%yi+3xy%i% + y3i® =
=(x3—3xy2)+(3x2y—y3)i =1+i

2P —hril=V2 412 =2 =l =32 =82

43) (ITA 1998) Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices séo
as solucdes da equacdo z° =1. A &rea deste poligono, em unidades de é&rea, é igual a:
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a) V3 b) 5 0) m

RESOLUCAO: d
As solucdes da equacdo z°® =1 formam, no plano de Argand-Gauss, um hexagono

e) 2n

2
. . N . o 1743 343
inscrito em uma circunferéncia de raio 1. Portanto, sua rea é S= 6-7\/_ = TJ_
Essa situacéo esta representada a seguir no plano de Argand-Gauss:
Im?#
1 Re

Observe, ainda, que, pela 22 formula de De Moivre, temos:

f:l:dw¢:z=mbggik=QLz“q5

44) (ITA 1999) O conjunto de todos os nimeros complexos z, z =0, que satisfazem a
igualdade |z +1+il =|zl—L+i é:

a) {ZeC:argz:%n+2kn,keZ}

b) {ZE(CZargZ=%+2kTC,k€Z}

c) {ZEC:Izlzle argz:g+kn,kez}

d) {ZeC:|z|=\/§ e argz=g+2kn,keZ}

e) {ZECZaI’gZ:§+kn,kEZ}

RESOLUCAOQ: a
Seja z=x+Yvyi, com X,y € R, entdo

2+ 141l =|lzl =1+l < [(x+D + (y +1)i[* =‘\/x2 +y? =12 +12 ‘2 o
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& (x+1)? +(y+1)2 —x2+y? 22\ x*+y? +2
o x? +2x+1+y2 +2y+1:x2+y2—2\/§«fx2 +y2 +2<

@ﬁ\fxzjtyz =—X-Y

<:>2(x2+y2)=x2+2xy+y2 AX+Yy<0&s

<:>x2—2xy+y2:O/\x+y£0<:>(x—y)2=0/\x+y£0<:>

& X=y<0

Assim, z=x+ix, com x<0, o que implica que |zl=vx%+x% =2-IxI=—2-x.
Note que, como x <0, entdo |x|=—x.

J2 ﬁj _5n

Logo, a forma trigonométricade zé z = —\/Ex-(—7—7| =— 2X-CISI.

Como x assume qualquer valor real ndo-positivo, entdo o conjunto de todos 0s himeros
complexos z corresponde ao conjunto de todos os numeros complexos de argumento

5775, ou seja, ZGC:argz=%n+2kn,keZ}.

Observe ainda que |z+1+il=[zl-1+ill < |z—(=1-i)|=]lzl-|-1—il| é uma expressdo
da desigualdade triangular, onde a igualdade ocorre apenas quando os Vvértices do
triangulo estéo alinhados, conforme representagéo a seguir no plano de Argand-Gauss.

A

Im

Note que se z estivesse no primeiro quadrante teriamos |z —(-1—i)| = ||zl +-1—il|.

45) (ITA 1999) Sejam a, e by, numeros reais com k=1,2,...,6. Os numeros
complexos z, =a, +i-by sdo tais que |z,|=2 e b, >0, para todo k=12,...,6. Se

. N e ~ 1 x L.
(a,a,...,8g) € uma progressdo aritmética de razdo —= e soma 9, entdo z5 € igual a:
1,82 6 : 3
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a) 2i b) §+gi 0) 3 +i
33 7. NN
V5 s 5 s

RESOLUCAO: b

A PA:(ay,ay,...,a5) tem razéo r:—% e soma Sg =9, entdo

L)

:>a3=a1+2r:2+2-[—%j=§

:9C>23.1—1:3<3a1:2

5
8\ 36
|z3|:2:>a§+b§:22<:>(—j +b3=4<bi=22
5 25
6 . 8 .6
b3 >0=by3==—=2z3=a3+ibg==+i-—
3 3=~ Z3=ag =l

46) (ITA 2000) Seja z, o nimero complexo 1+i. Sendo S o conjunto solugéo no plano
complexo de |z—z,|=|z+2,| =2, entdo o produto dos elementos de S € igual a

a) 4(1-i) b) 2(1+i) c) 2(i-1) d) —2i e) 2i
RESOLUCAO: e

Observe, inicialmente, que os nimeros complexos z correspondem aos dois pontos de
intersecdo entre a circunferéncia de centro (1,1) e raio 2 e a circunferéncia de centro

(=1,-1) e raio 2 no plano de Argand-Gauss.

Seja z=x+yi, com X,y € R, entdo

2-2|=2 = |(x+yi)-A+i)|=2 = (x-1)* +(y-1)° =22

2+2,|=2 & |(x+yi)+ @+ =2 & (x+1)° +(y+1)* =2

(x+D% +(y+1)° =(x=1° +(y-1)* & (x+D* = (x=1)* =(y-1)° —(y+1)* <
& 2x-2=2y-(-2) & x=-y

= (x-1? +(x-1D? =4 = X2 —2x+1+ X2+ 2x +1=4 &

NG =lex=1tloy=7Fl

(x,y)e{(1,-1);(-11)} = S={1-i, - 1+i}

Logo, o produto dos elementos de S é (1—i)-(—1+i) = 2i.
A situacdo do problema esta representada a seguir no plano de Argand-Gauss.
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Im!

47) (ITA 2001) A parte imaginéria de ((1+cos2x)+isen 2x)k, k inteiro positivo, e
real, é

a) 2sen® xcos® x b) sen® x cosk x
c) 2%senkxcos® x d) 2%sen® x cosk x
e) senkx cos® x

RESOLUCAO: ¢
COS2X = ZCos2 X—-1<1+c0s2X = 2cos2 X

k
7z =((1+cos2x) +isen 2x)* = (2cos? x +i-2sen xcosx) =

K . K .
=(2cosx)" (cosx +isenx)” = 2K .cosk x (coskx +isen kx)
— Im(z) = 2% - cosK x -sen kx

48) (ITA 2001) O numero complexo z= 1-cosa +i1—2cosa+25ena’ }O,E{,
senacosa sen 2a 2
tem argumento % Nesse caso, a é igual a:
T T T T
a) — b) — c) — d) = e) —
) 5 ) 3 ) 1 ) c )

RESOLUCAOQ: a

.. T ~ ~ ~
Inicialmente, observemos que, como a }O’E{’ entdo sena e cosa sio ndo-nulos.
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l1-cosa .1-2cosa+2sena o .
Como z= +i tem argumento —, entao
senacosa sen 2a 4
1-2cosa+2sena
sen 2a _tgn_1©1—2cosa+25ena_ 1-cosa
1-cosa 4 2senacosa senacosa
senacosa

1-2cosa+2sena=2-2co0sa < sena =%

1 } TE[ T
sena=— A ae |0,—-| =>a=—
2 2

49) (ITA 2001) Seja z=1+i/3, z-W=1e a.[0,2x] é um argumento de z-w, ent&o
o éigual a:

T 27 5r 3n
a) — b c) — d) — e) —
) 5 ) ) 5 )3 )
RESOLUCAO: ¢
z:1+i«/§:2(1+iﬁ):2ms—
2 2
_ _ 1 1 1 ( nj LT
Z-W=looW=—= =—CIS| —— |=>W=—=CIS—
Z oeis® 2 3 2 3
. T 1 = . 2m
=7 W:(Zus—]-(—us—jzlus—
3 2 3
2%
(XE[O,ZTC]:>OL:?

50) (ITA 2002) Sejam a e b dois numeros complexos ndo-nulos, tais que a’+b% =0,

. ZW +ZW = 6a .
Se z,w e C satisfazema { B , determine o valor de |a| de forma que
Zw —zw =8b
lzw| =1.
RESOLUCAO:

(zw)-(z2w) =|z2wl? =1 7w - 7W =1 < (zw) - (zW) =1
a2 4 b2 =O:>(7W+ZV_V)2 +(7W—zv_vj2 0
6 8
o @)’ +2(zW)@w)+ (W)’ (2w)° —2(2W) (2W)+ (2W)° _
36 64 -
=16 (@) +2+@w)?)+9-(Zw)? =2+ (zw)?) =0 =

0
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o 25-((7w)2 +(zv‘v)2) — 14 (Zw)? +(zw)? = _;_‘;
2 2 2 2 2 14 .5
2_(7W+zv‘vj (W) 2z (W) + (W) (zw)° +(zw)°+2 "5 1
6 36 36 36 25
1
olal==
5

51) (ITA 2002) Seja a equacdo em C, 74 -72 +1=0. Qual dentre as alternativas
abaixo € igual a soma de duas das raizes dessa equagao?

a) 243 b) 3 c) g d) —i

2 e)-

!
2

RESOLUCAO: d

o _1:(-17-411_14i\3

2 2

E+2ch
72 :l+i£:cisfz>z:cis
2 2 3

k:O:>21:cisE:£+i-1
6 2 2

, k=0,1

T2
37" o B 1

k=1= 2z, =cis =Cis—=——-1-=
6 2 2
5n
—— 4+ 2km
22:l—iﬁ:ciss—ﬁ:>z:cis—3 , k=01
2 2 2
k:0:>z3:ci35—n:—ﬁ+i-E
6 2 2
5—7T+27t
k=1=2z4=cis 3 :cislln:ﬁ—i-l
2 6 2 2
322+Z4:(—£—lj+££—l)=—i
2 2 2 2

Portanto, a soma de duas raizes dessa equacdo é —i.

52) (ITA 2003) Determine o conjunto dos nimeros complexos z para 0s quais 0 hiumero
Z2+7Z+2

W =
Jz-1+lz+1-3
identifique) esse conjunto geometricamente e faca um esboco do mesmo.

pertence ao conjunto dos ndmeros reais. Interprete (ou

RESOLUCAO:
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z+Z=2Re(z)=>z+Z+2=2Re(2)+2€R, VzeC
Z+Z+2

W =

Jz-1+z+1-3
Observe que |z—1+|z+1—3, entdo para que w serd um nimero real se, e somente se, 0
raiz quadrada estiver definida e for ndo-nula, o que ocorre quando o radicando é
positivo.
olz-1+1z+1-3>0<z-1+|z—(-1)|>3
Sabemos que |z—1 representa a distancia de z ao ponto (1,0) e |z+1 representa a
distancia de z ao ponto (-1,0), entdo a equagdo |z—1l+|z—(~1)|=3 significa que a
soma das distancias de z aos pontos (1,0) e (—1,0) é igual a 3, ou seja, z estd sobre
uma elipse de focos (1,0) e (-1,0) e eixo maior 2a=3. O semieixo menor é dado por

2
b? =a? —c? :(§) —12 :§c>b=£.
2 4 2

A equacdo |z—1+|z—(~1)|>3 representa a regido exterior a elipse descrita acima,
conforme mostra a figura a seguir.

eRolz-1+lz+1-3eR”

A
o
/, \\
/7 AN
/ \
/ \
-1,5, bl b
' F'=(-1.0 F=(1,0) g
\ ( l ) l’ R/
\ /
\ /
N Ve
\\ //
—v/6/2

53) (ITA 2003) Seja z € C. Das seguintes afirmacgdes independentes:

2iz% +57 i I —2iZ% +57 +i

I.Se w = 5 , entdo w = 5 .
1+32% +2iz+3lzI + 21zl 1+322 —2iz +3IzZ|° + 2l
II.Sez#0e W=2IZ+—3_I+3, entio |W|SM.
(1+2i)z J51z

)52

1. Se w :(1+—')Z_, entéo 2argz+£ € um argumento de w.
43 +4i 12

é(séo) verdadeira(s):
a) todas b) apenas 1 e Il c) apenas Il e 1l
d) apenas I e 111 e) apenas Il
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RESOLUCAOQ: a
I. VERDADEIRA
z:ﬂ:ﬂ-i:lzl2 @[ﬂ}iz

212

Z

|21| _hh Zp _
|22| 227 7

SZL=—"=

N|| I
N | ol

Z Z

|zl =zl

- 2iz® +57 —i B 2(-i)Z? +5z +i

14372 1 2iz 43|22 +2|z] 1+32° +2(=)z +31Z7 + 212
—2iZ° +5z +i
14322 —2iz +3[z1> + 2l
Il. VERDADEIRA
Sabemos, pela desigualdade triangular, que |p+q| <|p|+|q|, entdo
| 122 +8i+3 [2iz+3(+D)] _ [2iz]+[3(1+1) _ 2lz[+3V2

Cl@s2idz kw2l T Bl Bl
I1l. VERDADEIRA
Seja z=rcisO arepresentacdo de z na forma trigonométrica.

ﬁ(f+flj (rcis6)? «/Ecis%rz cis(20)

_(l+i)z2 _ _

43 + 4i 8(@ 1.) 8cisg

2 2
:r ﬁcis(29+ﬁ—ﬁj:r 2cis(29+1j
8 4 6 8 12

Como 0=argz, entdo um argumento de w é 2argz +%.

:|Z+22+23+...+260 .

60
> z"
n=1

54) (ITA 2004) Sendo z = ﬂ, calcule

N

RESOLUCAO:
A expressdo Sg =z2+7%+72%+...+2% 6 a soma dos 60 primeiros termos de uma

~ o . . - . Z .(260 _1)
progressao geometrica de primeiro termo a1 =Z erazao =z, entao 560 = —1
Z—

1+i 2 2. 60

. 607 ) )
Z:—:—+—I—CIS =7 =CIS——=cIslbr=cist=-1
\J2 2 2 4 4
1+i (\/2—2j+\/2i

z-1=—=-1=
2 2

72
—z-1? :(@T+(£T = 2-4N2+4+2 :2—«/EZ>|Z—1|=W

2 4
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HM|WH

_ 2 3 60
—|Z+Z +Z +...+2Z |— 21 | _1|

60
> z"
n=1

12 242 2J2+\/_ iods
R A

55) (ITA 2004) A soma das raizes da equagdo z3+22 —|z]> +22=0, zeC, éigual a
a) —2 b) -1 c)0 d1 e) 2

RESOLUCAOQ: a
Sabemos que z-Z =lzI?, ento

z3+22—|z|2+22=0©z3+22—z~2+22:0c>z-(22+z—2+2):0©
<z=0v 7224+7-7+2=0
Seja z=x+Yyi, com X,y € R, entdo

22 42-7+2=0< (x+yi)* +(x+yi)—(x-yi)+2=0c

x2—y2+2xyi+2yi+2:0<:>(x2—y2+2)+2y(x+1)i:
x%—y?+2=0
Q{Zy(xy+l):0<:>y:0 v x=-1
y=0=x?=y?-2=02-2=-2=x¢R
x=-1=y? =x2+2=(-1?+2=3cy=13
Logo, as raizes séo z; =0, z, =-1+3 e Z3 =-1—+/3, cujasomaé —2.

56) (ITA 2004) Considere a funcdo f:R—>C, f(x)=2cosx+2isenx. Entéo,
vx,y € R, o valor do produto f(x)-f(y) € igual a

a) f(x+y) b) 2f (x+Y) c) 4if (x+y)

d) f(xy) e) 2f (x)+2if (y)

RESOLUCAO: b

f(x)=2cosx +2isenx = 2(cosx +isenx) = 2cisx

f(y)=2cosy+2iseny =2(cosy+iseny)=2cisy

Considerando que, para multiplicar nimeros complexos na forma trigonométrica,
devemos multiplicar seus modulos e somar 0s seus argumentos, entdo temos:

f(x)-f(y)=2cisx-2cisy =4cis(x+y)=2-2cis(x+y)=2-f (x+Y)
Observe que f(x+Yy)=2cos(x+Yy)+_2isen(x+y)=2cis(x+y).
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W
assume valor
Z—W

57) (ITA 2005) Seja z< C com |z|=1. Entdo, a expressio

a) maior que 1, para todo w com |w]|>1.

b) menor que 1, para todo w com |w| <1.
C) maior que 1, para todo w com w # z.
d) igual a 1, independente de w com w = z.

e) crescente para |w| crescente, com |w| <zl

RESOLUCAO: d

Sabemos que z-Z=lz1%, entdo |zl =1=>z.z =12 =1. Vamos substituir 1 por z-Z na

expresso a sequir.

1-7w| |zz-zw| [z2(z-w)| [zZllz-w| _
= = = =[z|=1, para w = z.

z-w| | z-w | [z-w| |z —wl|

58) (ITA 2006) Se o €[0,2r) é o argumento de um nlmero complexo z=0 e n é um

n

, z : A

namero natural tal que (l—j =isen(na), entdo, é verdade que:
z

a) 2na é maltiplo de 2a..

b) 2no—mn é multiplo de 2.
0) na—% ¢ multiplo de Z.

d) 2no.—m é maltiplo ndo nulo de 2.
e) na.—2n & multiplo de =.

RESOLUCAO: b
A representacio de z na forma trigonométrica é z =|zlcisa, entfo

(2] (2950 i s s o) s

@Cos(na)=0<:>na=g+kn,keZ@Zﬂa—TE:Zch,keZ

Logo, 2no.—m é maltiplo de 2m.

59) (ITA 2006) Se paratodo zeC, |[f(z)|=lzl e |[f(z)—f (1)|=Iz-1l, entdo, para todo
zeC, FF(2)+FF(2) éigual a:
a) 1 b) 2z ¢) 2Rez d) 2Imz e) 2lz%

RESOLUCAO: ¢

Para resolver essa questdo, vamos usar a relacdo z-zZ = |z|2. Assim, temos:
f (2)—f @) =lz-1 = [f @) —f OF =lz-1° =
SF@-fO)F)-fD)=(z-D(z-D <
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of@-tQ)[F@D-TO)=z-DEz-De

St fF@D-F@D)FO-fOFRD+fO)-FfD=27-2-7+1<
c>|f(z)|2—f(z)-le)—f(l)-1Tz)+|f (1)|2 P77+l
Vamos substituir [f (z)| =lzl e |f (1)] =11l =1 na igualdade acima.
Sl @) FO-FOF@D)+1P2 =l -z-7+1
<f(2)f+f1)-f(z2)=z+7=2Re(2)

60) (ITA 2007) Determine o conjunto A formado por todos 0s nimeros complexos z

tais que z 2z =3 e 0<|z-2i[<1.

-+ -
Z2-21 Z+2

RESOLUCAO:

.. z Z Z .
Inicialmente, notemos que - =(_ ) Fazendo ——=w=x+Yyi, com
z-2i Z+2i Z+2i

X,Y € R, temos:

Z 27
+

z-2i Z+2i
S X+Yi=33x=3Ay=0=x=1Ay=0

=3=>W+2w=3=(x-Yyi)+2(x+yi)=3<

= =1l72=7+2i<2-7Z=2i<2-Im(2)-i=2i<=Im(z)=1

Z+2i

ya 27
-+ -

Z2-21 Z+2

Logo, o conjunto dos nimeros complexos z que satisfazem =3 é areta

y =1 no plano de Argand-Gauss.
A desigualdade O<|z—2i|31 corresponde a um disco de circunferéncia de centro

(0,2) eraio 1, exceto o centro.

Como a reta y =1 tangencia a circunferéncia de centro (0,2) e raio 1 no ponto (0,1),
entdo o conjunto A dos numeros complexos que satisfazem as duas expressdes €
composto apenas pelo ponto de tangéncia, ou seja, A= {i}.

Im!

0<|z—2i|<1

Im(z) =1

Re

Note que o nimero complexo i € afixo do ponto (0,1) do plano de Argand-Gauss.
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61) (ITA 2007) Assinale a opcdo que indica 0 mddulo do numero complexo

—_—, X# kTC, k eZ.
1+icotgx
a) lcos x| b) 1+s:n X c) cos? X d) [cossecx|  e) Isenx||

RESOLUCAO: e

|1+i cotg X |= \/1+ cotg2 X =\/cossec2 X =/ cossec X |=

|sen x|
. 1
AssIm, - = - = sen x|
1+icotg x| |1+icotgX|

1-ix)° (141 1Y)

62) (ITA 2007) Considere a equacao 16(—_} :L—_——_j . Sendo x um numero
1+ix 1-i 1+i

real, a soma dos quadrados das solucGes dessa equacéo é

a)3 b) 6 c)9 d) 12 e) 15

RESOLUCAO: b

16(1;:§j3:(204¢3 (i;:i]S=1¢:(1+ix)3—(1—ixf::0¢:

< (2ix)(3-x2)=0=x=0 ou x=+/3

Logo, a soma dos quadrados é 02 (V3 +(=3) =6.

63) (ITA 2008) Determine as raizes em C de 478 +256 =0, na forma a+bi, com
a,beRR, que pertengam a S={z e C; 1<|z+2|<3}.

RESOLUCAO:
47%4+256=0 =75 =64 =75 =64cis
Pela 22 formula de De Moivre, temos:
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k=0:>21:20is%:\/§+i
k=1=17, :2cisg:2i

. om .
Tt 2k k_2323_2ms€_— 3+i

z:2cis( j,k:0,1,2,3,4,5<:>

k=3:>z4:2<:is%n:—\/§—i

k=4:>z5=2cis3?n:—2i

. 1ln .
k=5=127¢ =2CIS?=x/§—I

Observe que as raizes da equacdo sdo vertices de um hexagono inscrito em uma
circunferéncia de raio 2 e centro na origem.

A equagdo S={Ze(C; 1<|z+2|<3} representa o interior de uma coroa circular de

centro em (—2,0) e raios 1 e 3.
A fim de verificar quais raizes pertencem a S, podemos calcular |zi+2|2, para
i=12,...,6, e verificar se o0 resultado pertence a [L9[, pois

1<lz+2l<3e1<lz+22 <3 =9.

|zl+2|2 =‘(«/§+i)+2‘2 =‘(2+J§)+i‘2 =(2+«/§)2 +12 =8+443>9

2, +2 =[2i+ 2 =22+ 22 =49

l23+2° :\(—J§+i)+2\2 :\(2—ﬁ)+i\2 —(2-\B) +12=8-4J3~108< L9
24 +22 =|(-\B=i)+2" =)(2-B) i =(2-B) +(-1)? =8-4y3~1,08 L[
25 +27 =|-2i+2° =22 +(-2)* =4 1,9

|26 +2|2 =‘(\/§—i)+2‘2 =‘(2+«/§)—i‘2 :(2+\/§)2+(—1)2 =8+43>9

Logos, as raizes que pertencem a S sdo +2i e —J3+i.
A figura a seguir € uma representacdo no plano de Argand-Gauss da situacdo descrita no
problema.
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Aim

64) (ITA 2008) Sejam a,BeC tais que |of=|B| =1 e | —p| = /2. Entdo o +B2 éigual

a)—2 b) 0 c)1 d) 2 e) 2i
RESOLUCAO: b
- 2
oc-oc=|oc| =1
B-p=[pf =1
=Bl =2 < (a-B)(a—P)=(+2) < (a—p)(a—B)=2
= () —aB—B&+p§:Z©aE+B&=o
1 oc2+[32

1
So-+p-=0c
o

0= a?+pl=0

65) (ITA 2009) Sejam x,yeR e
w = x%(1+3i)+y? (4—i)—x(2+6i)+y(~16+4i) e C. Identifique e esboce o conjunto
Q={(xy)eR* Rew<-13e Im w<4}.

RESOLUCAO:
w=(x? +4y% —2x—16y) + (3x%—y? —6x +4y)i
e R e R
(x—1? 2
Rew<-13 & + (y-2)% < 1.

(Elipse de centro (1, 2), semieixo 2 paralelo a Ox e semieixo 1 paralelo a Oy e seu
interior: conjunto Q;.)
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2
mw<4 o (x—l)z—%g.

(Hipérbole de centro (1,2), semieixo real 1 paralelo a Ox e semieixo imaginario J3
paralelo a Oy e a regido delimitada por ela que contém a origem (0, 0): conjunto €25.)
Assim, Q = Q; N Q, € 0 conjunto esbocado a seguir:

A

54
66) (ITA 2009) Se a= cosg e b=sen % , entdo o numero complexo (cosgﬂsen gj

éigual a
a) a+bi b) —a -+ bi c) (1—2a2b2)+ab(1+ bz)i
d) a—bi e) (1—4a2b2)+2ab(1—b2)i

RESOLUCAO: b

54 54
T . T LT . 54n . 4rn T . T .
COS—+1-Sen— =| CIS— =CiIS—— =CiIS— =—-Cc0S—+i-sen—=—-a+ib
5 5 5 5 5 5 5

15
67) (ITA 2010) Considere o polindmio p(x)= 3. a,x" com coeficientes a,=-1 e
n=0

ap =1+i-a,4, n=12,...,15. Das afirmag0des:
L p(-DeR,

1. [p(x)| <4-(3+2++/5), wxe[-11],

1. ag=a,,

é (séo) verdadeira(s) apenas
a) l. b) II. c) 1. d)lell. e) llelll
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RESOLUCAO: e

ag=-1

a; =1+i-ag=1-i

ay =1+i-a;=1+i(1-i)=2+i

ag=1+i-a, =1+i(2+i)=2i

ag=1+i-ag=1+i-(2i)=-1
ag=ay =ag=app=-1
a;=ag=ag=a;3=1-I

=8> alzzai;:aio:;;:zn

dg=ay;=aj; =a5=2i

= p(x):—1(1+x4+x8 ox12) 5 @-i) (x4 x® +x9 £ x13)

24D (X2 4 x8 4+ x20 4 x 1) 1 (2 (x3 4+ x7 + x4 x15)
l. FALSA
p(-D)=-1-4+1-D)(-4)+(2+i)-4+(21)(-4)=0eR
Il. VERDADEIRA

e[-11]=/x"l<1neN

15 15 15 15
PO =| T apx"|< ¥ ‘anxn‘: 2 |an||xn|£ > [an]
n=0 n=0 n=0 n=0
=4(-U+1—il+12+il+12i) =4(3+v2 +/6)
I1l. VERDADEIRA

68) (ITA 2010) Os argumentos principais das solucbes da equagcdo em z,
iz+3Z+(z+2Z)%—i=0, pertence a

2[5l il kil
ol o pulmad.

RESOLUCAO: ¢
Seja z=x+yi,com x,yeR.
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i74+37+(z+7)* —i=0=i(x+yi)+3(x—yi)+(x+yi+x-yi) =i =0
o (ax? +3x—y)+(x—3y—1)i =0
{4x2+3x—y:0 y = 4x2 +3x
& &
x-3y-1=0 12x% +8Xx+1=0

1 1 ﬁ( 2 ﬁij:ﬁcis(%j

X=—=y=—--"72=—/|————1I |=—Ccis| —
2 2 2 2 2 2 4

x:—1:>y:—1:>z:\/@(—3@—7@i]:\/@cis(arctg(zjﬂcj
6 18 18 58 58 18 3

S= {g cis(%) : % cis (arctg [9 + n]}

(7) }n TE[ (7) }575 375[
arctg| — |e |-, =| =arctg| = |[+ne —,=
3 4 2 3 4 2
3n

.. N . 5n
Logo, os argumentos principais das solugdes da equacdo pertencem a {T?{ .

69) (ITA 20100 Se z ¢é uma solugho da equacdo em C,
12
2-7+|ef" = —{(\/EJr i)(\/i_l— i \ﬁ;lﬂ , pode-se afirmar que

a) i(z-z)<0. b)i(z-z)>0. c)[z<[56]. d) |7 <[6,7]. e) >8.

1
Z+=
z

RESOLUCAO: e
Seja z=a+bi, com a, beR. Substituindo na equacdo

z-7+|4° :-[(\Equi)[ﬁ_l—i*/i”ﬂn o

12
2\/5+ﬁ+1—2+\/§i+\/51i} -
3 3 3 3
a? +b% +2bi=—(1-i)? =—(-2i)°=64 = a=+8 e b=0.

a2+b2+2bi={

Logo,

1
Z+=
Z

J_r8+i‘=8+1>8.
18 8

70) (ITA 2011) Sejam n=>3 impar, ze C\{0} e z,,2,,...,Z, as raizes de z" =1.

Calcule o nimero de valores ‘zi —zj‘ , ,j=12,...,n,com i= j, distintos entre si.

RESOLUCAO:
As raizes n-ésimas da unidade sdo os vértices de um poligono regular de género n
inscrito em uma circunferéncia de raio 1.

madematica.blogspot.com
Pagina 57 de 68



| MADGMAME OGN |

Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

O ndmero de valores distintos ‘zi —zj‘ é igual ao nimero de medidas distintas dos lados

ou diagonais desse poligono.
Cada lado ou diagonal de um poligono regular de género n é uma corda que determina
360°

n
mesma medida que a do arco replementar ja computado. Logo, para obtermos uma

um arco de

-k, keZ" e, quando esse arco fica maior que 180°, a diagonal tem a

Unica vez cada medida distinta, devemos ter k {1, ZBEJ}
Assim, a quantidade de medidas distintas das diagonais de um poligono regular de
N N
éneroné | —|.
wnerons |

.. . |Nn n-1
Como n e impar, entdo {EJZT'

71) (ITA 2011) A soma de todas as soluces da equacdo em C:z? +|z|2 +iz—1=0 é
igual a

a) 2. b) -

I 1 .
> c)0. d) -5 e) —2i.

RESOLUCAO: e
Fazendo z=a+bi, a,beR, temos:

22 +12%+iz-1=0 < @+bi)2 +(a2 +b?) +i(a+bi)-1=0 =
< a’+2abi—b>+a’+b?+ai-b-1=0<
(222 -b-1)+(2ab+a)i=0<=2a2-b-1=0 A a(2b+1)=0 <=

222 —h-1=0 /\(aZOVb:—%)
@(a:OAb:—l)v(a:i%/\b:_%)

Assim, o conjunto solucéo é S= {—i , —%—%i ,%—%i} e a soma de todas as solugdes é
(—i)+(—1—1ij+[l—1ij=—zi.
2 2 2 2

72) (ITA 2011) Das afirmacOes abaixo sobre nimeros complexos z; e z»:
I |z, —2,| < ||Zl|—|22|| .

. 7, 2,| =|Z] | Z,|-

1. Se z, =|z,|(cosO+i send) =0, z' :|z1|71 (cos@—1i send).

é (séo) sempre verdadeira(s)
a) apenas |. b) apenas I1. c) apenas llI.
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d) apenas Il e 11I. e) todas.

RESOLUCAO: d
| - FALSA

Contraexemplo: ~ Sejam z,=-1 e z,=1, entdo |z,-2,|=|(-D-1=2 e
|21 ~|z,] =l-1l -1l =[1-1 = 0. Logo, nesse exemplo, temos |z, —z,| > |1zy| |z, -

Note que, considerando os nimeros complexos z, e z, como vetores, temos que 0
maodulo da diferenca de dois vetores é maior ou igual ao mddulo da diferenca de seus
modulos (desigualdade triangular), ou seja, |z, —z,| 2 || |z, -

Il - VERDADEIRA

|zl =1Z| Alz-wl=]z]-Iwl, VZ,WG(C:>|71-ZZ|:|71|-|ZZ|:|71|-|72|:H71|.|72”

111 — VERDADEIRA
Pela 12 formula de De Moivre, temos:

2, =|z,| (cos 0 +i senB) = z;* =|z,| - (cos(~6) +isen (-6)) =|z,| *-(cosO—isen )

89
73) (ITA 2011) Dado z:%(—1+\/§i), entdo » z" éigual a
n=1

2) —%\Ei. b) -1 00 d) 1 ) = \Bi

RESOLUCAO: b

Z=1(—1+\/§i)=1-CiS(E):>Z2 =cis(ﬂj=—l—£i A Z2=cis(2n) =1
2 3 2
—z+2%+7° :[—%+£ij+(—%—§ij+l:0

89
:>Z:Zn =(Z+22+Z?’)+Z3(Z+22+23)+~~-+284(Z+22+23)+288+Z89 =
n=1

29 29
—(24224+2) 1482+ 28 4+ 2)+(2) 2+(B) 22 =z422=11

74) (ITA 2012) Se argz = g , entdo um valor para arg(—2iz) é

T T n 3n n
a) -5 b) — C) - d) — ) =
) -~ ) )% )2 ) 7
RESOLUCAO: e
. . 3t © Tn
arg(—2iz) =arg(-2i)+argz="—+—=—
| J g 2 4 4

Nessa questdo foram utilizados os seguintes conceitos:
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Sejam z e w dois numeros complexos, entdo arg(z-w)=argz-+argw e

arg (ij =argz—argw.
w

75) (ITA 2012) Seja z =n? (cos45° +isen45°) e w=n(cos15 +isen15°), em que n é

0 menor inteiro positivo tal que (1+i)" é real. Entdo, Zg igual a

w
a) 3 +i. b) 2(N3+1). o 2(v2+i).  d) 2(v2=i). ) 2(3-i).
RESOLUCAO: b

@+’ :{ﬁ(%ﬂﬂﬂn _((eists )

2 (\/E)nCiS(45°-n)eR:>n:4

2 o - o
z .0 (cos45' +isend5 ):n(c0330°+isen30°):4(§+i-%)=2(J§+i)

w n(coslS" +isen15°)

Nessa questdo foram utilizados os seguintes conceitos:
Sejam z=r(cosO+isen0)=r-cisO e w=s(cosa+iseno)=s-ciso. dois numeros
complexos expressos na forma trigopnométrica e n € N, entdo:

Z" =r"cis(n-0), z-w=(r-s)cis(6+a) e E:Ecis(e—oc).
W S

76) (ITA 2013) Para z=1+iy, y >0, determine todos os pares (a,y), a>1, tais que
7 =a. Escreva a e y em fungdo de Argz.

RESOLUCAO:
Inicialmente, observemos que, como y >0 e a >1, entendemos que ambos sdo numeros

reais, pois ndo ha relacdo de ordem entre nimeros complexos.

Seja z=1+iy=r-cCiso, onde 0=Argz, entdo tgo===y e

r:|z|=\/12+y2 =\/']1+y2 .

P <

a=r
719 = (rcis0)"* = r%cis(100) =a =acis0 < -
100 = 2k, keZ@OzF, keZ
O ndmero complexo z=1+iy, com y >0, tem afixo no primeiro quadrante, portanto
seu argumento 0 e }Og{ , 0 que implica 6 :g ou 6= E

Assim, temos:
y=1tg0=tg(Arg z)
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10
a=r= («f1+ y? ) =(1+y? )5 — (1+tg? 9)5 —(sec?0)” = sect® 0 = sect® (Arg z)
Logo, todos os pares (a,y) que satisfazem as condi¢des do enunciado sdo

(sec10 T g Ej e (sec10 on g Ej .
5 75 5 5

77) (ITA 2013) Seja A solucdo real da equacdo A +9++/2A+17 =12. Entdo a soma
das soluges z, com Rez >0, daequacio z* =1—32, é

a) V2 b) 242 c) 42 d) 4 e) 16
RESOLUCAO: b

JA+9=x>0=A+9=x? < 24 +17=2x> -1

A+9+V2h+17 =12 = x+V2x2 ~1=12 & y2x? -1 =12 X

= 2x? —1=144—24x + x?

< X? +24x-145=0 < x =-29 (ndo convém) v x =5

=>JA+9=5A1=16

2 =332 =7 1632 = 16 =16cist <>z = 416 cis“ K" k0123
kzO:z:ZCisE:Z[ﬁ+ﬁij
4 2 2
k:1:>z:2ci33—n:2(—£+£ij
4 2 2
k:2:>z:2ci55—n:2(—ﬁ—ﬁi}
4 2 2
k:3:>z:2cis7—n:2[ﬁ—£ij
4 2 2

Se Rez >0, entdo z =2 ++/2i ou z=+/2-+2i, cujasoma é 22 .

78) (ITA 2013) Considere a equacdo em C, (z-5+3i)* =1. Se z, ¢ a solucéo que
apresenta 0 menor argumento principal dentre as quatro solucdes, entéo o valor de |zo| é

a) \29 b) \41 c) 3v5 d) 443 e) 3V6

RESOLUCAO: b
Vamos inicialmente resolver a equagdo z* =1.

madematica.blogspot.com
Pagina 61 de 68



Y R B G s R R T s

Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

k=0=z=cisO=1
ok k:1:>z:cisE:i
74 =1=cis0e z=cisZt k=0123< _ 2

4 k=2=z=cist=-1

k=3:>z=cis3—n:—i

Considerando as solugbes encontradas e sendo 6 o0 argumento de cada uma das
solugdes, temos:

z—5+$=1c>z=6—$:>w6=7;:_%

z—5+3i:i<:>z:5—2i:>tgez_?2

(z-5+3i) =1 ;
Z—5+3i:—1<:>Z:4—3i:>tge:_T

z—5+3i:—i<:>z:5—4i:tgez_?4

Portanto, a solugédo de menor argumento € a de menor tangente, ou seja, z,=5-4i e

2| = /5% +(~4)* = /a1

Observe que as quatro solugdes sdo os vértices de um quadrado com centro no afixo do
nimero complexo (5—3i) no plano de Argand-Gauss, conforme mostra a figura abaixo.

Im A
i
7 5 _
S~ | o
1 \ 1 | Re
N !
- [
[
A
e |~
Y
ol <N -
oy
\\ |/
'
z)= 5 -4

79) (ITA 2013) A soma das raizes da equacdo em C, 28 -172*+16 =0, tais que
z—-|zl=0, é:
a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5

RESOLUCAO: ¢
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z-lZ=0clzl=z<zeR,

22 -172' +16=0=2" =16 v z* =1
zeR, =z=2 v z=1

Portanto, a soma pedida é 2+1=3.

80) (ITA 2014) a) Determine o valor maximo de |z +il, sabendo que [z—2/=1, zeC.
b) Se z, € C satisfaz (a), determine z,,.

RESOLUCAO:
a)
A
Im
P
Cl
|l = = =4 — — —
|
|
CI
O 1 2 Re

Os nlimeros complexos z tais que |z—2|=1 estdo sobre uma circunferéncia de centro
C(2,0) e raio 1 no plano de Argand-Gauss.

Os numeros complexos z+i estdo sobre uma circunferéncia resultante do deslocamento
vertical de 1 unidade para cima da circunferéncia anterior, ou seja, uma circunferéncia

de centro C'(2,1) e raio 1.

O valor maximo de |z +il ocorre no ponto em que a reta OC"' corta a circunferéncia de
centro C'(2,1) depois deste ponto, ou seja, |z +ilyax = OP.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OCC', temos:
OC?2=0C?+CC?=22+1=5<0C'=+5

Portanto, |z +ilyax = OP=0C'+C'P=+/5+1.

b) O nlimero complexo z,, ¢ aquele que faz |z +il ser maximo, onde [z—2/=1.
Logo (z0 + i) é 0 nimero complexo associado ao ponto P no plano de Argand-Gauss.
Seja 6=COC', entdo z,+i=0P(cos®+isen0).
No triangulo retangulo OCC', temos:
ocC_ 2 25

COS0=—=—
OoC' 5 5
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seng=CC _ 1 _\5
oC' 5 5
Portanto,

25, E)_(2.26). (1, 5]

Z,+i :@(cose+isene):(ﬁ+1)[T+?i

=27 —[2+i]+%l

81) (ITA 2014) Sejam z,w € C. Das afirmacgoes:
1 [z+wl? +lz—wl? = 2(Iz +wP?):

. (z+W) —(z—W)* =4z :

1. [z+wl —lz—w[* = 4Re(zw),

é (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas Il e 1l. c) apenas | e llI.
d) apenas Il e 11I. e) todas.

RESOLUCAO: e
I. VERDADEIRA
lZ+wWP = (Z+W)(Z+W) = (2+W)(Z+W) = 2Z + 2W + ZW +WW = |z]* + 20 + 2w + |w]?
lz—w? =(z-wW)(Z=w) =(z2—-W)(Z-W) = 72Z — 2W — ZW + WW =z — 2/ — Zw +|w/|*

—lz+wP +lz—w = 2(1z% +Iwl?)
I1. VERDADEIRA

(z+W) —(z—W)P =(z+W+Z2-W)(Z+W—72+W) = 42w
I11. VERDADEIRA

lz+wl —[z—wl* =2(zw+2zw) = 2(z2W + zw) = 2. 2Re (zW) = 4Re (zw)
Observe que utilizamos que a soma de um ndmero complexo com o0 seu conjugado é
igual ao dobro da sua parte real.

82) (ITA 2014) Se ze C, entdo z° —3lz* (22 —~z2)-z® éigual a

a) (22 -72 )’ b) 28 —Z° o) (28 _73)
d) (z-2)° e) (z—2)*(z*-z*)

RESOLUCAOQ: a

Observemos inicialmente que z-Z =|z|° e que z2-z2 =|z|*. Assim, temos:

2% -3lz[* (22 -7%)-7° =2° - 322 . 72 (2 -7%)-Z° =

—(22) —3.(22)° .22 +322 (22)’ —(22)’ = (22 -7?)’
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83) (ITA 2015) Seja Mc R dado por M ={|22+az—]J: zeC e |z|=1}, com aeRR.
Determine o maior elemento de M em funcdo de a.

RESOLUCAO:

lzl=1= z =cisO

|22 +az ~1| =cis20 + acisd —1 =|(cos 26 —1) +isen 20+ a(cos O+ isen 8)| =
= |—25en2 0+ 2sen0cosOi+alcosO+isen 9)| =

= |i2 .25en? 0+ 2sen6¢cosOi+a(cosH+isen e)l =
=[2sen0i(cosO+isen0)+a(cos0+isen0)|=|cisd(a+2sen 6i)| =

—|cis6l-|a+ 2sen 0il =1-/a% + 4sen? 0 = a2 + 4sen? O

O maior elemento de M ocorre quando sen’6=1 e é igual a Ja?+4.
22 SOLUCAO:
Seja z=X+Yi, entdo |zl =1 x2 +y? =1.

22 +az 1| =‘(x+yi)2+a(x+yi)—ﬂ=‘(x2—y2+ax—l)+(2xy+ay)i‘
|22 +az—]J2 :(x2 -y° +ax—1)2 +(2xy+ay)’ =

)+ax — 1) +y 2(2x+a)’ =

ax* +a2x% + 4+ 4ax® —8x% —dax )+ (1—x2)(4x2 + 4ax +a?) =

(x?
(2x2 +ax — 2) +(1-x?)(2x+a)’ =
(4
4

x* +4ax® +(a? —8) x? —dax + 4+ 4x? + dax +a% — 4x* —4ax® —a?x? =

=—4x*+a’ +4
Logo, o valor méximo de M ocorre quando x =0 e é igual a JaZ+4.

.\10
84) (ITA 2015) Se zz{ii‘g] , entdo o valor de 2arcsen(Re(z))+5arctg(2Im(z))
— |
é igual a
21 s 27 4r 5n
a) —— b) ——. c) —. d) —. e) —.
) 3 ) 3 ) 3 ) 3 ) 3
RESOLUCAO: d
10
1 ﬁ CiSE 10
(8T ) )
Jai 1 ﬁ cis 2% 3
2 2 3
(. 2nj10 20 . 2n 1 3.
=|( CIS— =CiIS— =CIS— =——+—1
3 3 3 2 2
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arcsen(Re(z)) = arcsen (—%) = —g

arctg(21m(2)) = arctg(+/3) :%

2arcsen (Re(2)) +5arctg (21Im(2)) = 2'(‘%}5'(9 E)

85) (ITA 2015) Sejam A, B e C o0s subconjuntos de C definidos por
A={zeC:lz+2-3il< 19}, B={zeC:lz+il<7/2} e C={zeC:22 +62+10=0}.
Entdo, (A\B)NC é o conjunto

a) {—1-3i,~1+3i} b) {-3—i,-3+i} c) 1-3+i}

d) {-3-i} e) {-1+3i}

RESOLUCAO: ¢
Vamos identificar primeiro os dois elementos do conjunto C.

—6++/36—4-1-10

2

72 +62+10=02z= =3+

= C={-3-i,-3+i}

O conjunto (A\B)~C ¢é o conjunto dos elementos de C que estdo em A e ndo estdo
em B.

A={zeC:|lz+2-3i|< 19}

(=3-i)+2-3i|=|-1-4il=V1+16 = V17 <19 = (-3-i) e A
(-3+1)+2-3i|=|-1-2il=V1+4 =\ <19 = (3+i) A

B={zeC:lz+il<7/2}

|(-3—i)+i|=|-31=3<7/2=(-3-i)eB

|(—3+i)+i|=[-3+2i|=y9+4 =13~36>7/2=(-3+i)¢B

Portanto, (A\B)NC ={-3+i}

86) (ITA 2016) Considere as afirmacdes a seguir:

I. Se z e w sd0 numeros complexos tais que z—iw=1-2i e w—-z=2+3i, entdo
22 +w? =—3+6i.

I. A soma de todos 0s nimeros complexos z que satisfazem 212/ +22 = 4+2i ¢ igual a
zero.

1. Se z=1-i, entdo z%° =22 (-1+i).

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas | e I1. c) apenas 1 e lll.
d) apenas Il e 11I. e)l, llelll.

RESOLUCAO: b
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I. Se z e w s80 numeros complexos tais que z—iw=1-2i e w-z=2+3i, entdo
22 +w? =-3+6i. (VERDADEIRA)
(z—iw)+(w-2)=(1-20)+(2+3) ©w@-i)=3+i
C3+1 1+ 2+4i
T1-i 140 2
z=w-(2+31)=(1+2i)-(2+3i) =—1-i
22 +W? = (=1-1)* +(1+2i)° = 2i +—3+4i = -3+ 6i
I1. A soma de todos os numeros complexos z que satisfazem 21z +22 = 4+2i & igual a

zero. (VERDADEIRA)
Seja z=x+1iy,com X,yeR.

=1+2i

212 +22 =4+ 2i = 2(X2 +y? ) +(x +iy)’ =4+2i < (3x% +y? )+ 2xyi = 4+ 2i

2,2 _
X +y _4<:>3x2+i2:4<:>3x4—4x2+1=0<:>x2:1v x2=1
2Xy =2 X 3
N —1:>x—+1:>z—1+i v z=—1-i
X :—<:>x— =72=—F++IJ3 Vv Z:———I\/§
J' % 3

Asomadetodososvaloresdezé(1+i)+(—1—i)+(\/_+|«/_J ( \/l§ '\/_j=0
Il. Se z=1—i, entdo z*° =2% (—-1+i). (FALSA)
z=1-i=72=1-2i+i’ =-2i

59 _(22)% .7 = (=2D)%-(1-1) = —22i (1—1) = 22 (-1-1)

87) (ITA 2017) O lugar geométrico dos pontos (a,b)eIR2 tais que a equacdo, em

z2eC, z2+z+2—(a+ib)=0 possua uma raiz puramente imaginaria é

a) uma circunferéncia. b) uma parabola. c) uma hipérbole.
d) uma reta. e) duas retas paralelas.

RESOLUGAO: b

Seja z=vyi, com y e R, a raiz puramente imaginaria da equacao, entdo
22 +72+2—(a+ib) =0= (yi)* +(yi)+2—(a+bi) =0
<:>—y2+yi+2—a—bi=O<:>(—y2+2—a)+(y—b)i=O

< -y?+2-a=0 A y-b=0

:>y2 =2-a=b’=2-a que é uma parabola

so1 _ 2(a+bi)

88) (ITA 2017) Considere a equagdo (a—bi) 550
(a2 + b2)

. O nimero de pares
+1

ordenados (a,b) e R? que satisfazem a equacio ¢
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a) 500 b) 501 ¢) 502 d) 503 e) 504

RESOLUCAO: d
VVamos aplicar modulo nos dois lados da igualdade.

\501 2(a+bhi) .\501 2(a+bi) |
(a—bi)”" = %% :>‘(a—b|) ‘: P
(a +b +1 a“+b ) +1
o labi® - 2|a + bil ( 2.2 )501_ /a2 + b2
- 250 - 250
(a2+b2) ° +1 (a2+b2) ° +1
500
o\a?+b? =0 v (\/a2+b2) = 2 555
(a2+b2) +1
00 250
<:>a=b=0v(a2+b2)5 +(a2+b2)5 -2=0
250 250
sa=b=0 v (a2+b2) =1v (a2+b2) =2 (ndo convém)

oa=b=0v a’+h?=1
Observe que a analise do médulo da equagdo leva a concluséo que (a,b)=(0,0) ou

a’ +b? =1. Devemos substituir esses resultados na equacao original.
1°) (a,b)=(0,0) satisfaz a equacdo

501 2(a+Dbi)
20) a2+b2 :1:>(a—b|) :W
501 a2 1+ b2 502
<(a-bhi)> " =a+bi= o <(a-hi) =1

A equacdo (a—bi)**% =1 possui 502 raizes distintas e diferentes de (a,b)=(0,0).

Assim, o numero de solucdes da equacéo original ¢ 502 +1=503.
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